
VEKTOREN
Grundrechenarten

ADDtTIONSY.IR?!.%01mmSKALARMULTPUKN-iONma.in/::::az+bzaz -bz
c. (§!)=/E.%)C. G}

Bsp:

TEY.YEEE.E.EE?:E.E
EERDE> ri

ÄH:)
Gybz

- olzby

b, -→
wenn ⇒ dann (§ ✗( §!) = az-bx-a.bz ⇒ ! × !⇒ ! ¥

sind sie rechtwinklig axby- aybix ! § ! !
zueinander

Abstand zweier Punkte + Länge Vektor Bsp: Prüfe ,
ob die Punkte ein gleichschenkligen

"

bildenÄB = (by- an) 4-(b2 -a)? /b}-93)' A /7101-11,13151-31-1) , C /41011)
+ ☐

Seitenvektoren : A

Ü = ✗2+42+22 ÄB -- EE) - E) = lässt =
13 =3.to

sie %

Äc =/& ) - E) =/7) IÄ/ = 13 = 3,6

Wenn Punkt gegeben , dann erst Vektor
B

'

n c

Z.B
.
A/11213) + B /41516) , dann AB = B - A

"% =/¥) - (¥) = /BEI = 14
= 3,7

Kollineare Komplanare Vektoren
geht auch

kollinear = linear abhängig = Vielfache voneinander → ätb zeigen in gleiche Richtung = parallel D. " andere

Richtung

c. =Fz (Richtungsveutoren)
^

Bsp.
: ^ I < =

- 2
⇒ Vektoren sind vielfache P Aussagen müssen wahr sein

ä -
-A) E-%) ⇒ c. | = / ⇒ # -3<=6 1 :(-3) → < = -2

möglich : c- 2

# 4C =
- 8 | :c, → c-

- -2 0=0
⇒ Kolineer

( = 2

Bsp .

: 2

Bestime × .
sodass ✗ Kalina ist

" IE) E- (¥) ⇒ c. (E) = µ) ⇒ ¥
c. ✗ = 4 → -3.x - " ⇒ < =-3
C =-3

# 2C = - 6 | :L → (=-3

Komplanar =3 Vektoren komplanar , wenn sich einer als Linearkomb. der beiden anderen darstellen lässt+ alle 1 Ebene

E- riöts
Bsp: I 1 = rt 3s s in T probe in #

ä -1%1,5=1!) , E- (E) ⇒ (E) = " /?⃝ + s - ⇒ # 2--2s 1 :L → 1-- s ⇒ er+3.1
, = r+ }

⇒ -1=31-21+5-1 ⇒ Vektoren sind komplanar
IT- 1 = 3T + 5S - 1 = - 6+5

-2 = r - ^ = - 1

Winkel zwischen 2 Vektoren Bsp: Bestimme die fehlende Koordinate

Cos (x) =Ü J ä:(%) 3=1%1×-10 IÄY -

- TEL = ^

☒ * = TEE -Ei
lätlbl ä ÄH:) : :! ±: cosßo) = 17s

→Riff = Zb II )"

wenn z.B
.

ÄB = ( ,
dann ist BÄ = |;^) Ea =

:-p 1.2 t.TT ⇒ b. =3 b. =-3

⇒ Vorzeichen umdrehen

Mittelpunkt berechnen
M

,
BE Al "" -2) IBM /212)

•

n -- (÷/ "÷ /¥)1- B
Bsp.

:
^ liegen Punkte auf Strecke> (hat Anfang). +EndeFormel : M = ( 11310) > 1-(112/0) 13121113) t ts 41,511,511,5)

ZD : M = /antbn a;) 3D : M= aitbn aztbz "+↳ 9 : (E)+ s -f) ⇒ |!;) =/f)+ s. /G)
2 2 2

°o°

?

+ § .AT}
a-as} wenn s as < 1. dann liegt

punkt auf der Strecke
,
sonst ¢Geraden aufstellen 2 aus 2 Punkten

g:
Ä
>
= ts.Äv 1 aus Punkt + Rv Bsp : A /11210) Bcoßn) liegen 3 Punkte auf der Geraden ?

Bsp :P/11210) , -8=1.2) 9:*
= + s . ÄB /ätsl a)

Bsp : A /11211) , Bl-11210) , C /31211) → Äts-ÄÄ
⇒g

: E)+s)
⇒ E) +s -|;-)

Punktprobe > f) + s - E) → caisx
>
→ |?) + s - E) ⇒ uns lösen

um zu überprüfen , ob Punkt auf Gerade liegt → P für # → LGS erstellen + Lösen → Ergebnis lösen
⇒ PEG oder Pfg Richtung

JA a.p,
= rz

NEIN

Lagebeziehungen Gemeinsamer Punkt? Schneiden sie sich?
1 identisch: selbe Richtung /Vielfache) t unendlich viele Punkte /Punktprobe) → Punktprobe : point s.rs Rts .rs =p, +t.rs

"""""" """ """" |2 Parallel : selbe Richtung (vielfache)+ 0 gemeinsamer Punkt
JA NEIN JA NEIN

3 schneidend: ¢ selbe Richtung + gemeinsamer Punkt
4 windschief : ¢ selbe Richtung + keinen gemeinsamen Punkt IDENTISCH PARALLEL SCHNEIDEN SICH WINDSCHIEF

÷
.



SpulPunkte (wichtig für Schattenaufgaben)
→ Schnittpunkt der Geraden mit einer Koordinatenebene , weil 3

Koordinatenebenen→ bis zu 3 Spurpunkte
S
,
= Schnittpunkt mit ✗2×3

- Ebene 1. jew- Koordinate seien o
2. LGS aufstehenJe nach Koordinatenebene haben sie unterschiedliche Bezeichnungen Sz= Schnittpunkt mit ×, ×} - Ebene }- Gleichung lösen

4. s in 2. + 3.GleichungS}
= Schnittpunkt mit ✗nxz

- Ebene
5. spurpunut angeben→ was will ich berechnen z.B. xy , dann 2=0 ?

Gauß- Verfahren (Lösung v. linearen Gleichungssystemen) Gleichungssystem : Koeffizientenmatrix: Diagonalenmatrix :
I 2×-44+52=3 z -4 5 3 -12 24 - 30 - 18

1 aus LGS wird KoeffizientenMatrix erstellt I 3×+34+72=13
3 3 7 13 0 36 -2 34

4×-24-32=-1
2 Nullen durch gemeinsame Zahlen erhalten

4-2-3-1 0 0 76 76

EBENENParameterform
E: =p +r . Ö + STÜ Öts . /Ü -ä) + t.la?--aY ⇒ besteht aus Ortsvektor (o- Stützvektor) + 2 Richtungs- / Spannvektoren

wenn P +Gerade gegeben: g: # = pii-s.FI Alan /aua}) Afg / Iges : E = + t - (ä -pa)
wenn 2 schneidende Geraden : 1 Schnittpunkt rechnen 2 E. Ä= SPI-r.ir?tt.rI
wenn 2 parallele Geraden: da vielfache : eine Gerade + PI-Ä ⇒ E.E- + s.ir?+t-fp-z--pI)
Punktprobe
1 Punkt für E einsetzen 2 LGS erstellen 3 Parameter berechnen 4 Ergebnis deuten

Lagebeziehungen Gerade und Ebene
. - - - - - ---

1 beide gleichsetzen 2 LGS erstellen + lösen 3 LösungsMenge bestimmen
→wenn 1 Lösung= Schnittpunkt / unendlich viele = auf Ebene / ¢ Lösung = parallel

Spurpunkte
→ Schnittpunkte der Ebene mit Koordinatenachsen

1 Bsp : =/ §) 2 LGS aufstellen 3 mit 2.+3.Gleichung Parameter / in 1.Gleichung 4 Spurpunkt angeben
Normalenform
→ besteht aus Ortsvektor Ä eines Punktes der Ebene und dem NormalenVektor NormalenVektor steht senkrecht zur Ebene

E://i-py.in
>
= 0

ii.E- 0 ?
Lagebeziehungen Gerade und Ebene NEIN JA • - - - - - ---

g: *=p? +s . F
E : (☒ -p-jy.jp = o } Gerade

in Ebene
Eng Fiaut E? sina.pr.am.

JA NEIN ungleich nu"
Skalarprodukt Skalarprodukt= o

einsetzen+ Fliegt nicht auf E Fliegt auf E

g inE gllE

Bsp : Gerade
-und Ebene schneiden sich

E : F- (&)] . /7) = 0 ^ Skalarprodukt > 2 Schnittpunkt g
in E ?

[(E) +s .)-µ] . = 0 ⇒ (%) - ts
. /7) = 0 ⇒ f- 1.3+1-21.1- 1) + ^ ]̂ + s.cz . > + 1-2) i.„+ in] = o

g :-X
>
= (2) + s . /?;) %) ' /%) [-3+2+1] + s . [ 6+2+1 ] = 0

=/ 0 s . g = 0

s
= 0

Bsp : Gerade in Ebene Bsp .
: Gerade und Ebene parallel

1 Skalarprodukt E:[⇒ - ( §)] . /?) -- o ' Skalarprodukt 2/(4/-14) . /E) = 0 ⇒ -12=10E :[⇐ I;D - E) = ° (E) -1%1=0 2K¥)- HD . /E) = o = o

g : I
? /E) + s . / E.) g : E -_ (E) + s . (Zg) ⇒ gHE

=L? ) . / ;)
.

- o ⇒ o_O

⇒ sie (E) . /?) -

Koordinatenform
nx, + nxztnxs =D → =/¥!) → Kreuzprodukt 4×4 . - - - - - ---

EEEIENNUENNEEINNNEE
.

1 Kreuzprodukt der Richtungsvektoren ,um in
>
zu bekommen Parameter fällt weg Parameter fällt wes

Bsp..
Parameter teilt

+ wahre Aussage?
+ unwahre Aussage

2 Koordinaten von Ti als Koeltizi enten in KF einsetzen
E.→+2×2++3=5 ×,

= 1 +2g
nicht weg?

3 Punktprobe mit stützventos der Ebene um
'd ' zu berechnen

g: = | ;) + s . (g) ± ⇒
×,

= 2 - s → -(1+2)+2.129+35=5
✗3 = 3s S =- 2

s in g ⇒ SPI-3141-6)

Lagebeziehungen
→ Gerade als Xyz in Ebene + vereinfachen

Abstandsberechnungen
Abstand Punkt+Gerade :

"""""" ÄÄ Abstand Punkt +Ebene: Abstand windschiefe Geraden :Abstand zweier Punkte: t
In" bei

e.a.fern 1 E.✗Fi= Ä 2 (Ä-Ä) -Ti
Vektor

) ma,+nzaztnsa,-d
muss in

1- la, /aua}) g.E-fts.ir lä-ÄKF sein

IA-i31-lbi-ii.lt/bI-a-i)7lb3-a?Y ☒ ←merritt

→Dinge die sich schneiden haben Abstand ODe



Bsp : Abstand Punkt + Ebene Bsp . Abstand Punkt- Gerade

LotfvßpunktVerfahren A/11211) ,E : ✗+24-2=10 E- |!) Atzung: :-. /E) + s . E) mxxnytmz =D
✗ Y Z

←
Ä 1g:# | ! ) + s •(f)→ ✗ = 1+5

11×-14+12 =D ↳ ✗⇒+s
y = 2+25 4 = - s

1 Hilfsgerade aufstellen , die senkrecht zur Ebene ist + durch Punkt A g:F-ÖÄ + sin z = 1 - s ⇒ " 2- ^^ ": :& < = ins

2 1 t s + 2- Hts) - (1 - s) = so 2 ✗ - 4+2--2
= 1+5 + 4 + Us - 14s = 10 2T S - (- s) +1+5=2

2 Schnittpunkt der Hilfsgerade mit der Ebene berechnen (Fußpunkt F) s = ,
s = -

g-
E) +1 - E.) = ⇒Piano) E) + 1-3) ' E) = ¥3 Abstand von A zu F berechnen : /ÄF / } AF --F-ä>=/E) - (E) =/!) 3 # =P-ä> = Egg %
IÄF/ = nzi-221-MTT.MG LE

schnittwinkel hätte

Abstand Punkt zur Gerade
Flächeninhalte/Volumen

^ Hilfsebene H durch P ,

Bsp: Winkel Gerade + Ebenesodass H g ist 9 : F- (f) + s. #) E
: 2×+5/-2=49
→ E-(E)2 Lotfußpunkt L als SP F.E-

E) . /E)¥10Von gund h
berechnen

'"%) =p
"""info

3 Abstand des Punktes P

tritt 1=530zum Punkt L berechnen

SachKontextaufgaben kreuzen sich die Bahnen /Kollision? > Abstand zu bestimmten Zeitpunkt

Bewegungsunfähig → schneiden sich die Geraden ? → zunächst Punkte . in denen sich die Objekte
zu diesem Zeitpunkt befinden + dann

→ i.d.R. 2 gradlinig bewegende Objekte Abstand dieser Punkte

Bsp: gesucht Abstand der Schiffe A und B nach 10min

Bsp: Aufstellen der zugehörigen Geradengleichung ^
„
one

" nach 10min

s-22 in 9: f-E) +2. (E) = (%) Pa1 Ein Schiff A befindet sich zu Beobachtungsbeginn im ←
a. += in h : =/E) + 2-(E) =/ ¥ ) PßPunkt Al - 101-2015) und P/-81-1814) steht für Zeit
= ronin

+
SA : 9 : =/-1¥) + s. ((Eg)-[§:)) ⇒(¥:/ + s ./§) 2 Abstand B-und PB

ÄÄ>=/E) -F) =/¥)2 Ein Punkt und Richtung des sich bewegenden Ob: ektes sind
gegeben : Ein 2. Schiff B startet im Punkt ( 21110) + bewegtsich in der Iben Zeit in Richtung j

>
= (G) | / ¥) = SÄT

h: E- (E) + t . / !)
BSP : ?⃝ +t . / §) und + g.

= 22,5 2250m

^ c.
= !!) → 1=0--2 §

Geschwindigkeit berechnen a- zc -2 Bsp : Wie viele Min .
nach Beobachtungsbeginn

→ Betrag des Richtungsvektors
# < = -^ befindet sich schilt B im Punkt C (21813,5) ?

Bsp : Berechne die Geschwindigkeit des Schilfes in kmh ?⃝ + t . /G) = + s . / ?) h: # = (E) + t . /&)
* (E)+ s.IE) I 2=-10 + 2s = / tt . / §)6 = S

¥) = 22+22 + (- 1)z = = 300M Ist 27=-20+25 (s = b
± 2=2

c- = - 415 II 8=1+24 t = 3,5

II += 5- s # 3,5 = t t = 3,5

-4,5 =/ 5- 6 ⇒ ¢ Kollision
¢ Schnittpunkt AE = 5min ⇒ 3.5.5

SELENEfgabnff Licht Gerade ⇒⇒min im Porn

→ i.d.R
.
wird Objekt durch eine

Lichtquelle angestrahlt + Punkt des
entstandenen Schattens gesucht 1¥ Lage Gerade+ Dreieck→ Schnittpunkt Gerade |Ebene

←
Ortsvektor

T
Richtungs-)Vektor
-

P/21010) ,
B/ 01210) , (1-21010) , DIO ! -210) , Spitze 5101014)

a.) Sonnenstrahlen fallen auf die Spitze der Pyramide
mit der Richtung F- E) gesucht : Geradengleichung !
g
:# =/ E) + s.IE)

b.) Pyramidenspitze wird von einem großen Scheinwerfer
mit dem Zentrum L / 01-415) angestrahlt.
Lichtquelle L + Spitze S (01014)
→ Gerade aus 2 Punkten

n :# = ÖL + t.IS

E- E) + t.IE)

* Sonnenstrahlen fallen auf die Spitze der

Pyramide mit der Richtung ü =/%)
→ Berechne den Schattenpunkt der Pyramidenspitze
auf dem Boden (✗nlxz- Ebene)

51×1×210) → (¥ ) in g : =/f)+ s. /%)
(E) =# + sl:) 5141410)
# 0=4-2s 1-4 In = 0+2-2

5--2
= 4

1- ✗< = 0+2.2
= 4



ANALYSIS-Differentialrechnung
Nullstellen

pq
-Formel : Substitutionsmethcde : Polynomdivision : Mitternachtsformel : Sonderfall : Gebrochenrat.Funkt. 10g-Funktion :

→mind ✗2+1 Absglied →NS „erraten
"

(teiler) Zähler = Oe#°? + mit Def.bereich ggf.
In /✗-31=0 / e

-¥ ± (E)
'
- 9 → ersetzen z.B ✗4-> v2 →wenn ^ ,dann /:X-1) -b±TÄ

✗-3 = eo
→ Gleichung + M → danach PG z.B

.

Zia abgleichen ×. } = 1
✗ = 4

Definitionsbereich
→welche Zahlen man für die Variable einsetzen darf y- Achsenschnitt Symmetrie

Symmetrie y- Achse : flx) =p
-×) -> nur geradeGebrochenrationale : Wurzelfunktionen : 10g.Funktion: → Schnitt mit y-Achse Exponenten

Symmetrie Ursprung : ftx) = -f)→
nur ungeradeNH) = 0 FH)=TH HH /alt) ⇒ f/a) = y- Achsenschnitt Exponenten

→ Lösung darf ? ☐(✗1>-0 darf einsetzen alx) >0

Grenzwertverhalten
e-Funktion:

→wie sich Funktionswerte in den Rändern
,
also für große/kleine Werte verhalten e.

+•
→+•

1in → flx) = ? 2 1in → FH) = ? ⇒ nur höchste Potenz + leitkoeltizient wichtig✗→a ✗→→ e-•→o

Ableitung Quotientenregel : Produktregel : Wichtige Ableitungen:
konstantenregel : Potenzregel

: Faktor regel : Summen-1Differenzregel : Keltenregel
:

f-(x)=(→ f-'1×1=0 flx)-_✗
"
→ftp.y-n.I-tfl/Y=c.glx)-c.gIx) → alles was durch + - flx) -- u . /✓( ✗1) FH) = f-(x) --UK)- v /x) e.

✗
= e

✗ TF= Fry
getrennt ist , wird

VIX)

f- ( X) = 4 -Jf'(x) = - f/×) =✗5-> ftp.5/4flH=2x
>
→ 6×2

einzeln abgeleitet f-' (×) = v !/ v1✗1) •✓
'k) f' /×) = UH) -v1)-vk.li/H=7uYx).vlx)tUlx).rYx)lnlX)=f-sin/x)--ccs(×)

lvlx))' Cos/✗/ = - Sink)
Extrema /Hoch-und Tiefpunkt) % Vorzeichen - Wechsel -Kriterium Brüche : Wurzeln :

3-

→ Steigung 0=>-14×1--0 ← zahl vor und nach # = a-Ä
"

Ähh
Notwendige Bedingung: Hinreichende Bed.: ¥- mögt. Extrema in ⇒ ✗

f.'(✗1=0 FYXFO / f-"INFO „ I or ; z
E FIX)

-1-
^ Wertung Ergebnis essedann Extrema in f-(x) für 4-Koordinate (Anzahl Lösungen ✗ 2+1→-

"

Ä = Anzahl spalten für Berechnung)

Wendepunkt Sattelpunktby
2-

→WP mit waagerechte→ Krümmung f-"1×1=0
„ •

e-

Tangente ×

Notwendige Bed. Hinreichende : „ „ o ; E

f-"1×1=0 f-'"A)=/ 0 e- f-"1×7=0 f
'" 1×1+0 f- '1×1=0 Krümmung

Monotonie → in welchen Bereichen Funktion rechts oder links

gekrümmt ist (WP)
→Bereiche in welchen Funktionswerte Bsp. Monotonie nf"1×1=02 Hilfsstrahl

f-(x) = ✗3-3×2- gxsteigend oder fallend sind
, „„⇒✗↳✗→⇒ , :} 3 Intervalle 4 Zahl aus Intervall

= ✗2-2×-3 = 0^ -14×1--0 lösen 2 Hilfsstrahl pq.i-o.me,→ *÷, in f- '(x) einsetzen, ausrechnen+
3 Intervalle 4 Zahl aus Intervall in 2.

•¥
#

;
#

z deuten

f-'/×) einsetzen ,ausrechnen +deuten 3/-0 ; - i) t.kz/--is-so=sIsnrens) f-"(x) >0→ links
4 1- 1 :3) f-'④ = -9<0--7 . (streng) Wgepnn ¢flx)>0-7 Steigend f-( x)<0→ fallend ß ; +a) fyy.is >☐⇒ (streng)

} f" /✗1<0-> rechts

Wertebereich
Funktionsgraph Teilaufgaben

→ Zahlenbereich ,den Funktionswerte
2

(4-Werte) annehmen können

^ Bestimmung durch Graphen

2 Mithilfe Grenzwertverhalten +Extrema

→ nur höchste Potenz + Leitkoeltizienlen

RandWerte

→ wenn Funktionen
'

Ränder ' besitzen
, wenn ¢ komplette Funktion ,sondern ein

Ausschnitt betrachtet wird
zB ✗E - 1 ;D ⇒ es wird nur der Bereich zwischen - ^ und 2 auf der ×- Achse betrachtet

Bsp. : Berechne die stärkste Änderung! /WP!) ✗qq.noWichtig um zu betrachten ob es ab
.
an den Rändern höher / tiefer / Ico ist

f-(X) = 0,5×3 -3×2+1,5✗ f"/×) = 0
f-'(X) = 115×2-6×+1,5 3×-6 =0 1+6

f "/4=15.02-6^0+1,5
= "- SchnittpunktSpezielle Geraden f"/✗1--3×-6 FMH) # o 3.x = 6 | :3 f ' /2) = 1,5-22-6.2+1,5
= -415 ← stärkste Abnahmef-"' (X) =3 f"'/2)=3 f- 0 ✗ = 2

f- '114=1,5-102-6.10+1,5

EVIE→ Gerade, die mithilfe eines Punktes einer Funktion
= 91.- ←stärkste änderung

f-(×) = 9/×)

aufgestellt wird + gleiche Steigung wie Funktion hat

4--mxtbm-f.li) Zusammenhang f-(x)+f-
'(x)

SENK → Gerade ,die mithilfe zweier Punkte einer Funktion f-(×) f- '(X) → in den Bereichen , in denen f-(x)
steigend ist , ist f- ' (x) oberhalb der

aufgestellt wird Extrema Nullstellen ×- Achse

lfmxtb M= 42-41 ← 2vollständige Punkte werden benötigt → in den Bereichen , in denen flx)✗< -✗^ Tangente Sekante Normale Wendepunkt EXNLM "
fallend ist , ist fyx) unterhalb der

Novize →Gerade, die senkrecht zur Tangente ist ✗- Achse

↳ schneiden sich bei 90 ' ? 7

Y=mxtb Mp= -1- = -1 mn I Steigung normale
Mt f'/%) Mt E Steigung Tangente

FunktionsSchar
→ Funktionsvorschrift , die unendlich viele Funktionen

repräsentiert Edeltraud
→ wenn Parameter von reellen Zahlen ,

dann Fallunterscheidung . da Parameter

⑦oder ① oder o sein K

Gemeinsame Punkte Steckbriefaufgaben
→ Eigenschaften einer Funktion gegeben + zugehörige
FunktionsvorSchrift gesucht

ARIF
1 Allgemeine Funktionsgleichung

: ax
"tbxtcxtdxte

2 Symmetrie ? Wenn ja Funktionsgleichung anpassen (Exponenten)Bsp.

: falx) = ✗3- 9A ✗' +2 + a ✗ER a,taz
3 Aus gegebenen Eigenschaften Gleichungen erstellen (LGS)

1 ±
? 99×2+2-+9=1-9A,✗' +2-taz 1×31-2 ↳ LGS lösen /Einsetzungs- /Gleichsetzungs- , Additions - ,oder Gaußverfahren

)
- san ✗'+ an = - 9azxt.az 1+9 a.×

? 1- an 5 Berechnete Parameter in allgemeine Funktionsogleichung einsetzen
am (v.a. ☐ei Extrema) - ga,✗

z
+ ga, ✗z = a, - a , 6 Wenn nötig ,hinreichende Bedingung überprüfen

a< 0 9=0 a >§ mit jedem Hoch- und 2 ✗2. f- gar + gaz) = az- an | :( Gar + Sai)
Tiefpunkt ? Bsp: Gesucht: Punktsymm-Funktion 3.Grades

,
die im P /112)

✗ 2 = az- an
ein HochPunkt hat?-> f. (x) =3ax ? + c- Sagt Gaz

×, = + } ☒3+6×24×+0 → 2 Gleichungen nötigOrtskurvem (nur mit Parameter) ✗z = - §
① If/1)=2 → a. 17 c. 1=2 → atc =L

→diejenige Kurve ,die charakteristischen
# f- '1^1=0 →3a.it/-c=o-s3a+c=o3faIj)--/3P-9a. / 3)

'

+ Lta

punkte einer Schar (HRTP...)miteinander 1-nach a : atc = 2 1- c

verbindet /davor Extrema berechnen !)
= ¥ - 9A - / f)+2+9 a = 2- c

a= z.}
a in -1T : 3. (2- c) + < = 0

1 ✗ - Koordinate gleich ✗ setzen c. =3
= -^

= 5¥2 nach Parameter auflösen flx) = -1×3+3× f- '(x) = -3×2+3

3 in y-Koordinate einsetzen
c-"4)= -6 ✗
f-"(1) = - 6- 1

↳ vereinfachen = -Gao ✓



Skizze

Trassierungsavfgaben Extremwertaufgaben a. •

MAG 9T

Ziel:L gegebene Funktionen ,die z.B. 2 Straßen repräsentieren,zu verbinden groß /klein werden
Je nachdem ,welche Anforderungen an Funktion gestellt , braucht Ablauf

ohne Sprung ** =
+ „„„„„,

→ ""° "B" A "" " "" möglichst
„ „„

1 HB : V = a.b.h V = E.¥ •h
man Funktion 3- oder 5- Glades Bedingungen : 1 Skizze 2 NB: a- 30 - 2x

b = 20 - 2x
- Funktion ,die Knickfrei ist (3. Grades) 2 Haupttal: was soll max. 1min werden? " = × 5 a-- so - a. 3,9=22,2

Ohne Knick f-'(X) = g
'(x) 3 ZF : ✓(X) =/30-2x) -(20 -2x) •✗ b = 20-2.3, 9=12,2

- Funktion ,die ruckfrei ist (5.Grades) ohne Krümmungsrüchf„(×/ =g„K)
3 Nebenbed: Aus 89.Größe Gleichungen aufstellen yooo-oox.ua#xy.xn=s.s

(ruckfrei) Ggf-Dlf.bereich 4 Extrema: Max. bei ✗= 3,9 ⇒ ✓ = 22,2 - 12.2.3.9 = 1056,276cm
}

4 Zielfunktion : Nebenbed. nach UnbekannterÄnderungsraten auflösen + in Hauptbed .

→ Unterscheidung momentane Änderungsrate + durchschnittliche Änderungsrale
5 Extrema berechnen

6 Weitere , gesuchte Größen berechnen
. • PUH)

↳Steigung d.Tangente ↳ Steigung der Sekante
7- wenn nötig , Randüberprüfung

. .

Bsp: momentane Änderungsratetmit h-Methode) positives E.T negativ tr LIEßE Bsp.: durchschnittliche ÄnderungState 1 HB : 1- = ab 5 Pfulflu) -> 11,212,56)
f / ×) = -✗ist 2x in ✗ = 1

2 NB: a 1- = 1,2 - 2,56
M = 42-41

= flxz) -f- (✗n) = y b = fw) = -v44① hi:O -71^+4- H" ftp.limflxth) -flx) ✗e-×, * - ×, × Allgemeine Exponentialfunktion ☐ ⇐ „„ = ,
>
+ „ ,

⇒iota

② filth) = -1^+42+2.11+4) h->° h HH = ✗2- yx in ×> [Ö,-Ä → lassen sich i.d.R. Wachstums- bzw. Zerfallsprozesse 4 Extrema: Max. bei ^?

= (1+24+4) + 2+2h 1-14--02-4.0=0 ⇒y ,
= -1 -2h -hi +2+24 ftp..ie - ein =-3 ⇒ y ,

beschreiben , bei denen sich ein Anfangsbestand
= -nzxn C in gleichen Zeitspannen um den selben Faktor

1- In) = -12+2.1=-1+2--1
" = -

? = - }
a ändert? f (x) = ( . a✗

3 EY,
= -WI- ^ =

% = = h ⑥ = 0
→ das gleiche wie

wenn fit)
muss rauskommen

Bsp:

BeschränktesWachstum
→spez. Wachstumsprozess bei dem sich 2.B.Population einer natürlichen Schrankes
annähert

.Bei Funktionen , die solchen Wachstumsprozess beschreiben ,nimmt der
Abstand

, also die Differenzen , zwischen Schranke S + Bestand zum Zeitpunkt t exponentiell ab.
Es gilt : f-It) = S-c.at bzw. flt)= S- c. e "'t
- Bsp: Bevölkerung eines Stammes kann durch

als e-Funktion beschränktes Wachstum mit der Schranke 5=1000

(= S- flo) → Schranke- Anfangsbestand
dargestellt werden . Zu Beginn 200 Bewohner ; nach
b- Jahren sind es 600

. → P /51600)
"= "la) . " - 0

^ ⇐ s- flo)
+ "+) Funktionstransformation

( = 1000 - 200 = 800

Asymptoten HH -coo - soo .at → Verändern einer Funktion / Buchstaben ab,Cid für versch . Veränderungen
600--1000 - 800.95 1-1000

→ Kurve (oft Gerade) an die sich Graph - 400 = - sooas 1 :(- soo)
a- = a- Er glx) = a. f-(b- (✗+c)) +dannähert Ermittlung durch Globalverhalten 0,87 = a

1 Regeln für e-Funktion flt) = 1000-800 -0,87T
c-a) = sooo- soäöäiüt Buchstabe a: g(x) = a. f-(x) Buchstabe b: g/×) = f-(b.×)

⇒ stTE.EE?sFaEnuTgiTi-Acnse=isTreTingTzwTsT-aTx-Achse2 In-Funktion

Berechnung streckfaktor :
b> 1 → streckfaktor ^5 → Stauchung

☐<bar→ streckfahtor § → Streckung

Berechnung:
*wenn Zähler kleiner Nenner → waagerecht 4=0

'

* Nenner = o → senkrecht
* Zählergrad = Nennegrad →

waagerecht ⇒ y = Koeffizient vor höchstem Zählegrad
Koeffizient vor höchstem Nennergrad* Zählergrad größer Nennergrad →

waagerecht ⇒ Polynomdivision zähler : Nenner oder Ego + vereinfachen
# Zählergrad um 1 größer als Nenner → schiefe* Zählergrad um mehr als 1 größer → Kurvenförmig

l

Buchstabe c : glx) = f-(✗+c) Buchstabe d : g(x)_- f-(x)+d
⇒vevschiesungrechtsliinksmnnnur ⇒ Verschiebung oben/unten
C >0 → Verschiebung links d>☐→ Verschiebung oben
< <o ->Verschiebung rechts dco → Verschiebung unter

/



ANALYSIS- Integralrechnung
Stammfunktion

Portugal : Integrationskonst.C
f-(X)= a. ✗"→ FH)=,¥ .✗

bt^
SEX# "

→ Stammfunktion ¢ eindeutig
→ alles was durch + -

getrennt, einzeln aufgeleitet
→ Gibt unendlich viele . dafür C

jede reelle Zahl eingesetzt
werden kann

In - Funktion

Zusammenhang f- und F
F f

Flächeninhalt
8- Mit ✗- Achse

nummern
→mit Integral lässt sich FI zwischenIntegrale Funktion + × -Achse bestimmen .

Davor Nullstellen berechnen
.

Das unbestimmte Integral→ ¢ Grenzen gegeben (*c)
„Anzahl an

NS
"
- 1 =

„Anzahl Integrale
"

IEanmm-TEEI-T-Ifflxtax.FI)+C
2

Bsp : flx) = - ✗
'+4 in ✗ E ☐ i }

A , G-✗2+4 dx Az § - ✗2+4 DXTEILEINHEITGrad → Grenzen gegeben Ns: - ✗2+4=01-4
✗2 = 4 IM

b
× = ± 2 tzcrei .) •

°

. ☐
•da •fflxldx = Flx)

a

= Ffb)- Fla) E E
a

Zwischenstufen→ Schnittstellen entscheidend!Das Uneigentliche Integral → Fläche ins unendlichemumm mumm - Bsp : f-1×1=+4×+1 flx) -9K)
^

nach rechts ins Unendliche 91×1 = ✗+2 → ✗7×+1-1×+2 f ✗2-1 dx
= ✗

2
+ ✗+1- ✗

- 2

GfK) DX = 1in ✗4×+1 = ✗+2 1- ✗ 1- 2

↳→+• fabflx) dx Grenze gesucht = ✗
z -1 / Integral)

"

oo .

✗ 2-1 = 0 1+1
b

✗ 2 = 1 IM
nach links ins Unendliche f ^ Stammfunktion ✗ = ± ^

b

b)flx) dx = 1in fflx) dx 0 2 5-(b)- F/a) = Integralwert
-* a->-o

a / Mehralsinschniltstelllsmitxetchsmmnmnmnnnnnmnnmn
→ 1. Nullstellen?

3 Grenze berechnen

Parameter gesucht b
Bsp.: fkt-x3-4x.LI ö

±
'
a

^ Bsp :S 2x dx = 4 2

✗3-4 ✗ = 0 °

J1 Stammfunktion BSP :{✗ 'ttx DX = § °

[ µ]! = y × . / ✗2-a) An:{ ✗
'-4✗ dx

^:

o

✗
3-"✗ DX

*=! ¥2- 4=02 Flb) -Fla) = Integralwert [ 3×3+12=+2 ! = } b? / i. d) =L, ✗ = ± 2

3 Parameter berechnen
b = 4 IM

} + It - to) =3 b ± 2

ft = 1

Mittelwert
t = ' RotationsVolumen

→ Mittelwert m aller Funktionswerte / 4- Koordinaten)
einer Funktion in einem bestimmten Bereich [a:b]

→ lässt man Funktionsgraphen um waagerechte
✗ - Achse drehen bzw. rotieren , so entsteht

"
sog . RotationsKörper / Volumen durch IntegralrechnungBEEILT: in =Ja -Gfk) dx "

a V - IT- f / 1-1×112 dx
a

Bsp : flx) = -✗2+4×+5 repräsentiert die FlugKurve eines Baus
. 00/0Hierbei steht ✗ für die Weite in Metern und fix) für die Höhe in Bsp i. f- 1×1=2×+17 in [Oil]

Metern . Berechne die mittlere Flughöhe (= Höhe) des Balls für ✗ E ^5
. 1 (f-(x))? 52×+4-2=2×+4

5 2 ✓ = IT . § 2×+4 DX
im = 1- . f- ✗2+4×+5 DX

5-O
o

3 = IT [✗2+4 ×]!
= § . [ } ✗3+2×2+5×]! =p . [12+4.1-(02+4.0)

=P . [1+4-0]=517
= ¥ . [- 13.53+2.52+5-5

- (O)]
= J - [¥]
= ¥ ± 6,67m



STOCHASTIK
BSP :O." b 96.x - o,} | : ab Bedingte WahrscheinlichkeitBaumdiagramm ⇒ ✗ = as

"
"
"

Eq
,

w r → WK
. unter der Bedingung , dass einP-fadre-ge.li entlangeines Pfades bestimmtes Ereignis schon eingetreten^ 0,9×0<1

wird multipliziert ist

SEEREISE wenn mehrere Pfade w
%

w roß Pig/A) =P#SB) ⇒ Zusammenhang
infrage kommen , werden

sie addiert 3- + % + % + € 0,04 0,36 PIB) Bedingung
Stochastische Unabhängigkeit Eine Person trägt Brille .1 Mittelwert für ganze Bsp : wie noch ist wie , dass sie m ist

.

→wenn das Eintreten des einen Ereignisses , das
aa

%

Eintreten des anderen Ereignisses nicht beeinflusst , ☒ = -1m . /×, -1×2 + . . . . ✗n)
←""en

u w Bfu) = PFEIL ⇒ 0%0+8
,"
⇒ ÷

94 016 0,5 0,5
Person M

,
dann sind die beiden Erieignisse stochastisch unabhängig unter der

⇒Durchschnitt voraussetzung,
B-(B) =P/B)→ stochastisch unabhängig B B- B B- dass Brille

PA /B) =/ PCB) -> stochastisch abhängig Standardabweichung ErwartungswertAm Baumdiagramm
⇒Streuung der wkt. um Mittelwert → ☒ Ausgang auf lange Sicht
S= %- ((a-F)'+ (×,-I)? . .. pro Durchführung

µ=EK) =✗t.pt/z.p, ... .

2Mittelwert relative
s < > L ✗ Häufigkeiten Standardabweichungstimmen ¢ überein stimmen ¢ überein F-✗t.hn/-Xz-hzt . . . . → ¢ Entfernung aller Ereignisse von> stochastische Abhängigkeit < 0

wichtig: Unterscheidung Standardabweichung 0=54)= kiulz.pt . . ..
Gewinn oder Auszahlung! 5- In- x)?hat. . .tl/n-x-)?hn
Auszahlung- Einsatz = Gewinn

Standardabweichung n über K

Binomialverteiwnga- n - p . 9 n

µ
=

M
.

= n.p.lt-p)
-

⇐ Formel von Bernoulli
K
.

- (n -K)
.

zufallsexperiment dann Binomiaveteiltl
Bsp:( g) =

5 ! =
1.23.4.5Erwartungswert wenn feste Anzahl an versuchen ist

2! - (5-2)! 1-2.11-2.3)

☐
= 1 Wahrscheinlichkeit p konstant (stochastisch =µ = n -p

5

Unabhängig) / Max. 2 Ausgänge ⇒ immer positive ganze Zahl
5
y
= 5 Formel :(I) .pk . qn

-k 9=1- P

WK Abweichung um
höchstens/mindestens.. .
vom EK) n-gesucht /3✗ mindestens
Bsp: Bei einer Fahrschule geht man für

2021 Von 1 wenn: :|- 1)

insgesamt 100 praktischen
FührerscheinP" Gen aus. Bsp: wie oft muss das Glücksrad mindestens gedreht werden ,

→ = ""°"""

Im Modell wird angenommen , dass ✗ binomialVerteilt mit F-018 damit mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 90% mindestens wenn:| : 1091. .)
ist . Gesucht : „ Anzahl der bestandenen Praktischen Prüfungen

weicht
einmal rot erscheint (g-0,25) ? soo % → = umdrehen

→vgl . negativehöchstens eine standardabweichung VOM Erwartungswert ab .
"

Plx>^)>0,9 (2) .pk - q
""

I zahl

µ .- np → 100.018=8 0--100.018-0,21=4 to a! Jogi, too
^ -P" ) >019 \O/ Ü Ereignis 100

1- (8) • 0,250.975
"-0>-0,9 GegenereignisP/76-4×841=74,01%

1-1 - 1 • 0,75^20,9FETE,
und ⇐(✗ +4) 1-01751019 1-1

n wie,

-0,75
" > -0,1 | :(-1) immer

Bsp.: Gesucht : Wk- von„Anzahl der bestandenen praktischen Prüfung weicht
mind

. 0,75%0,1<-109*5/0,1) aufgerundet
um 10% vom Erwartungswert ab . n 28,004
µ = 80 10% von 80=>8 to I7J ÖO 88

soo n = 9

PM c-71) = 0,02

P/ 88-4<104--0,0253%10453

Stochastik Bernoulli -Operatoren } gleicheBedeutungen ± Summen
-

zeichen
KUMULIERTE Wkt . (Bsp. D= 0,5 n-15 ✗ = AMZ . Kopf)

Casio fx- 991DEX

• höchstens 8/1 ON -> Menü -> 7- → → ^-Kunert
Binom

→ < variable →Werte einsetzen} P /✗ c- 83=0,6964 &
• maximal 8✗

"
• ""°" "" " ( """""⇒ "

=0,5
• mindestens 8✗

} PH> 8) = 1- PIXE) Gegenereignis• wenigen, * = , _„ ⇒, | . a. „
„ ?⃝„„„ aegene.eigr.is, „⇐genug, Ereignis

• minimal 8✗

• mehr als 8✗ PK>81=1-PKs 8) jj

• zwischen 5 und 9

•
genauy„.P(6⇐×±8)°b&TEreignisbishöchsteinkL2aH-GegenereigP / ✗ = 7) I ON -> Menü -> 7- → 4.Binom → < variable →Werte einsetzen

Dichte



Sigma Regeln Hypothesentest Ablehnungsbereich
der Nullhypothese

→ Bereich um den Erwartungswert , indem 1 Aufstellen von Nullhypothese und Alternativhypothese fth)
eine bestimmte Prozentzahl liegt 2 Entscheiden welcher Test vorliegt

/ <wenigerth[mehr+ ungleich

" Ins>mindestens

3 Erwartungswert und Standardabweichung Fehler beim Testen
⇒ EK) = np ⇒ 0 =⇒
4 IrrtumsWahrscheinlichkeit

} mit Sigma
Regel5 Entscheidungsregel aufstellen

Linksseitiger Hypothesenlest Rechtsseitiger Hypothesentest Beidseitiger Hypothesen-Lest
Behauptung: 70% der Autofahrer tragen einen Gurt n= 100 p-as

✗= 5%

Ablehnungs- EE"
""""""

Ablehnungs -BSP: Ho :P Iii"" Ablehnungs . Annahmebereich AutoClub sagt : „ Es sind sogar mehr als 70%
1 - Ho : D= 018 bereich bereich

Hs : peso,4 bereich

✗ = 10% Ho h = 10° ✗= 5% Annahmebereich
Hr : D =/ 98

P = 0,4
+, o :p.

= qz Ho

"""""9sbereich
z Beidseitiger Test
"✓

P (✗ ⇐Kkk
3 EK) =µ = np ⇒ 100.018=80

EK)
Ablenkungsbereich

"""s

EK)
"^ " P" > ^

@ = n . p . /1- p
'⇒ 100 . 0,8 . 0,2

'
= SKY

E-(x) = n - p EK) = n . p
= 100-014 = 100.017 4 ✗ = 5%

¥ = 5 = 2,5% (1,96 zugeordnet)4=33 = 70
Tabelle erstellen mit BinomCDF

K P (✗Ek) l
P/ ✗7k) = K 1. ✗

¥76 5 A = [µ - -2£ . @ ; µ +zg.ci
wann über -oder

A- [72,16 ; 87184]
33 01912 unterschreite ich die K 1- P/✗ '- K) £0195 µ - ZG . 0=80-1196 ' 4=721^6

= [z} ; gz]0,1303 1344msWahrscheinlichkeit
76 0,9244 µ +25^0=80+19""

=
' °"

A- = [0,73]U [88 ; 100J77 0,9521

Wahrscheinlichkeitsdichte Gaußsche Glockenfunktion
→genau dann , wenn über dem Intervall / = Laib]oder ' =/ aib) folgendes gilt : → Kurvenverlauf symmetrisch , Median + Mittelwert

identisch

(1) f.1×1>-0 für alle ✗ El ( oberhalb oder auf der x-Achse)

(2) flx) d- 1
Bsp: Nachweis f- (x ) = - 7×2+3-4

in / f-1in]
Berechnung v. Wahrscheinlichkeiten :

PIE ✗ ⇐s) =] finde
a)

.

§ - 7, ✗' + Zed ✗ = [-4×3+3×3]
Ek) :

= - I. ist ? - 1- f- 4.1-13+7, • 1- )̂
^ [x.tk) DX

;
!
"
"

;
!
!
"
"

=3 - tz) 1-Standardabweichung: ¥
,• =

§
'

/✗- µ) .tk/dx

Normalverteilung
SEELENHEILEplagen
→ Umriss eines Histogramms einer Binomvet .

Lässt sich mittels Gaußschen Kurve einer

Normalverteilung mit µ und • annähern

Für binomialverteilte Zufallsvariable (ganzzahlig)und reelle Zahlen a und b gilt : BSP :
a- a- bei PIAOE✗←15)Pla←✗←b) = fq.io/,ydx 15,5
a-as

↳ G
Stetigkeitskorrektur

9,5

Eingabe Casio f-✗ 991 :
Bei

„nicht ganzzahligen Zufallsgrößen
"

(Gewicht ,Größe , . .)
⇒ Menü ⇒ Vert -funktion ⇒ "Kumul

. Normal-V "

⇒ Werte eingeben⇒ StetigkeitKorrektur

notwendig


