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VORWORT

Zunachst einmal mochte ich mich bei dir fir dein Vertrauen bedanken
und dich dazu begliickwiinschen, dass du dich fir dieses Skript

entschieden hast!

Bei diesem Skript handelt es sich namlich nicht um ein klassisches, mathematisches Nachschlagewerk,
welches in der Regel in vielen Regalen verstaubt, sondern wird dich bei deiner Abivorbereitung im Bereich
der Analysis unterstitzen. Um einen optimalen Lernfortschritt zu erzielen, mochte ich dich dazu ermutigen
aktiv mit diesem Skript zu arbeiten, denn du findest neben den verstandlichen Erklarungen zum Nachlesen,
verlinkte Beispielvideos, die zu einem tieferen Verstandnis fiihren sollen. AuBerdem gibt es in diesem Skript
eine groBe Anzahl an Ubungsaufgaben, die du gewissenhatt bearbeiten solltest! Am Ende des Skriptes
findest du die Losungen der Aufgaben zum Nachlesen und exklusive Losungsvideos in denen ich nochmals
den einen oder anderen Tipp fiir dich vorbereitet habe.

Ein optimaler Ubungsablauf sieht in meinen Augen folgendermaBen aus:

1. Kapitel durchlesen

2. Beispielvideo(s) anschauen
3. Ubungsaufgabe(n) losen

4, Mit Musterlosung vergleichen
b, Losungsvideo anschauen

Fine Ubersicht iiber alle Videos findest du hier:

https://einfachmathe.com/courses/analysis-gk-skript-digital/
Passwort: ana gk skript

Alternativ kannst du diesen QR-Code ganz einfach mit deinem Handy einscannen.
Du wirst dann zur Videoseite weitergeleitet!

Jetztwinsche ich dir wie immer: ,Viel Erfolg beim Lernen!’,
Deine Jenny

Rechtlicher Hinweis

Dieses eBook ist urheberrechtlich geschiitzt. Alle Inhalte, einschlieBlich Texte, Abbildungen und Grafiken, unterliegen dem Urheberrecht und sind ausschlieBlich fiir den
privaten Gebrauch des Kaufers bestimmt. Eine Vervielfaltigung, Verbreitung, Verdffentlichung, Weitergabe an Dritte, ffentliche Zuganglichmachung oder sonstige Nutzung
- ganz oder in Teilen - in gedruckter, digitaler oder sonstiger Form ist ohne ausdriickliche, schriftliche Genehmigung des Rechteinhabers untersagt.

Zuwiderhandlungen werden zivil- und strafrechtlich verfolgt.
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. Wichtige Funktionstypen

Ganzrationale Funktionen
P

“X) = an’xn" dn-a ° x“"{‘_ et 99X+ X+3p

Eine Funktion wird als ganzrationale Funktion oder Polynom-

funktion bezeichnet, wenn die Funktionsvorschrift ein
Polynom ist!

- 2n,3n-4,---,30 NENNt man Koeffizienten
=, N-4,...nennt man Exponenten

— der hochste Exponent bestimmt den Grad der Funktion

~ ler Koeffizient vor dem hochsten Exponenten heiBt Leitkoeffizient
= 9y ISt das sogenannte Absolutglied

—0=) = 05X raaxta,x 3, (2B -2+ 5x+4) — gllgemeine Darstellung
einer Funktion 3. Grades = kubische Funktion

= 01:2 = auxaaxra. (2B-x-5+0)— allgemeine Darstellung einer
Funktion 2. Grades = quadratische Funktion

—n=4 — 3ux+3, (2B bx+5)~ gllgemeine Darstellung einer Funktion
1. Grades = lineare Funktion

~ =0 -2 (28 ¢)- allgemeing Darstellung einer Funktion
0.Grades = konstante Funktion

Grad 3 Exponenten
Leitkoellizient N %, [Hbsol.uiﬂljed

'{( X) = 3X3 el XQ— 5)(‘1—A
N AN A, Heelfizienten



Gebrochenrationale Funktionen
()= —22— it nlx)#0

Bei einer gebrochenrationalen Funktion sind z(x) und n(x)
Polynome. z(x) ist dasjenige Polynom, welches im Zahler des

Bruches steht und n(x) dementsprechend das Polynom im
Nenner!

' Eegrochenrationale Funktionen konnen Einschrankungen im Definitionsbereich
aben.

“Fine ?ebrocher}rationale Funktion hat genau dann Nullstellen, wenn der Zahler
Nullstellen besitzt.

— 2(x)=0 Losen

- Jede gebrochenrationale Funktion lasst sich als Produkt umschreiben (hilfreich
fir das Ableiten); 20

S [00= 2 = 200 (nbo)
[(x)= 2% (x )™

Xty = 3x
Wurzelfunktionen

(BT

- Wurzelfunktionen sind die Umkehrfunktionen von Potenzfunktionen.

‘Mgibtan um welche Wurzel es sich handelt (=Wurzelexponent).
- Der Ausdruck unter der Wurzel wird als OiSKFiminant®bezeichnet.
- Gerade Wurzelfunktionen konnen Einschrankungen im Definitionsbereich haben.

- Wurzelfunktionen lassen sich in die Potenzschreibweise tberfuhren. Das ist
besonders beim Ableiten hilfreich. Es gilt;

(=N x" = x!f
2B [=Yx* = x¥



Exponentialfunktionen
X
((x)= c-a

Eine Funktion mit der Funktionsgleichung

f=ca” mit 0>0 und a#4,ce R, xeld

heiBt Exponentialfunktion!

In der Regel beschreiben Exponentialfunktionen Wachstumsprozesse und

es gilt:
g 9>/ — exponentielle Zunohme
0< 3 <A — exponentielle Abnahme

*Der Faktor a heilt Wachstumsfaktor. .
Der Faktor ¢ gibt den Startwert bei x=0 (y-Achsenschnitt) an.

\xf‘(‘x)=2-0.5x 9()():/1.3"
+ 0¥ '/1 i

Die spezielle ExEonentlaIfunknon [(x)=€" heiBt natiirliche
Exponentialfunktion, wobei e ungefahr 2,71828 ist.

{(x)= e unglaly , 9 3 /825"

B

2 -1 0o 1 2 3

dge||t {(X)= [Q F(x3

Exponentlal unktion erForm c-8" Iasstsich in eine e-Funktion
umwan deln; Ln(an X
fx)=C2

[(x)= 32 ”6

()X



Logarithmusfunktion

Die Umkehrfunktion zur e-Funktion ist der nattrliche Logarithmus.

Es gilt;

an (8) _ X

(n(3)
¢ =5

wd Wn(e®)=b — Inle})=2
Jnund e heben sich also auf!"

Wissenswertes
(Darauf wird in den folgenden Kapiteln konkreter eingegangen!)

Natiirliche Exponentialfunktion

Natiirliche Logarithmusfunktion

Funktionsgleichung (= 9lx)=n(x)
Definitionsbereich R R
Wertebereich R° R
i 1074 Y
Globalvernaften T Y.
X—-00 x=0
Ableitung L *
Stammfunktion g+ xR ee
Nullstellen keine x=/
y-Achsenschnitt y=/ keinea
Monotonie Stzng manokon steigerd Streng. manokon skeigerd
Krummung links rechts

Graph




2. Der Definrtionsbereich

Was ist der Definitionsbereich?

Der Definitionsbereich gibt an, welche Zahlen B[] e
man fiir die Variable in die Funktion einsetzen il :
darf! Wenn du also die Aufgabe hast den 1 i x

Definitionsbereich zu bestimmen, dann ist I B B
der maximale Definitionsbereich gesucht, fiir den die Funktion ausfuhrbar ist!

Welche Funktionstypen konnen Einschrankungen haben?

Bei den meisten Funktionen gilt D-R. Das bedeutet, dass du alle
reellen Zahlen einsetzen darfst. Es gibt allerdings drel Funktionstypen, die
Einschrankungen haben konnen:

a Gerade Wurzelfunktionen: —s d.(x)20
Die Diskriminante muss groBer oder gleich Null sein!

Gebrochenrationale Funktionen: — n(x)#0
Der Nenner darf nicht Null sgin!

Logarithmusfunktionen: — alx)>0
Das Argument muss positiv sein!

Du achtest bei der Bestimmung des Definitionsbereiches darauf, ob ein Fall oder
mehrere Falle gegeben sind und dies entscheidet uber dein Vorgehen:

gerade Wurzelfunktionen

[(x)= 2Vux-A2 + 4 —>Die Diskriminante. muss qroer oder gleich Null. sain!
dx) — d(x)z0

Ux-42 ) |+A2  *Ein solches lmachhcibwdm behandelst du wie ¢in normales =, es
\x> o [ 5 0om o muliphest oler didist mit baw. duch e negpte 20,
3 donn drehst du die mchtung um!
X2 ) — ®=R = [3;+m[

Hon doct alle veellen Zablen ¢insetzen , de qoe g lech 3 srd-" |

0

0|1234




Gebrochenrationale Funktionen

f= —,ZZ% — Einschr'dnkumjan'- Nullstellen des Nenners [Tipp- siehe Nullskellen- Kapitel]

— nlx)=0
" Rusklammern-Methode

Llx=0 |()
x(x-14)=0 [GNP JL-
l ‘]’ Johne

¥=0  x-4=01[+Y N L 1.0
Kol — D=R ol 51

JMHon dof alle ceellen Zahlen einsetzen, auer dlie 0 und dlie "

Logarithmusfunktionen

()= n(dD%)  —Dus Aument muss gropes Noull e

3(x) —®@(x)>0

n(x)

Y

-x >0 40 ; U
-X >"0|‘(‘/1) 1

x <) —D-1"=T-w; 0l R R R R A

.Man dor{ alle redlen Zahlen einsetzen, die Wlaner als A0 sind"”

Haben diese Funktionstypen immer Einschrankungen?

Nein! Bei gebrochenrationalen Funktionen gibt es zum Beispiel nur Einschrankungen, wenn
der Nenner tatsachlich Nullstellen hat! Bei Wurzel- bzw. Logarithmusfunktionen nur dann,
wenn die Diskriminante bzw. das Argument <o oder <0 werden konnen!

Bestimme den maximalen Definitionsbereich:

0 [(¥)=3oes
O j0-/5x

3, QIR

Die Losung findest du auf Seite 81,



3, Die Nullstellen

Was sind Nullstellen? |ec—Gc—_pc

Die Nullstellen sind diejenigen Stelle/n, die eingesetzt in die Funktion den
Funktionswert (=y-Koordinate/Ergebnis) Null liefern,

[10=2x>-8
x=A—[(N=2:A%-82-6 40 —x=/ igt keine Nullstell
x=0-[12):22*-8=0V - x=2ist eine Nulistelle

= e s
x=/A— {(A)=2e -2=22>2=-/340 — x=/ ist keine Nullstlle
xe-2- [[267722:28-2-0 V= x=-2 isk eine Nullskelle

Graphische Bedeutung:

Graphisch gesehen sind die Nullstellen die Schnittstellen bzw. Bertihrstellen des
zugehorigen Funktionsgraphen mit der waagerechten x-Achse,

schneidend berahrend
b, A

Tipp filr ganzrationale Funktionen:
Der Grad einer Funktion gibt die maximale Anzahl an Nullstellen an, die diese
Funktion haben kann!

zum Beispiel:  {(x)= 3x x4 - Grod 2> moximal 2 Nullstellen’!
cJ(X) =-X t5%A- Grad 3 > maximal 3 Nullstellen!



Die Losungsstrategien
3.1 Umformen nach x

Diese Losungsstrategie ist dann sinnvoll, wenn die gegebene Funktion nur eine
Potenz besitzt,

Q)= W4 v Ja, nur dine Totent von «!
"g(x)= -Ux 2 Nein, mehe als eine Potenn von x!
hx)= x93 V' Ja., nur ene Totent von x!
Beispiel:  fix1-2¢-8 , xe R Schritte:
A W80 8 b 1) “x):[] bilden
9 Wy k2 \ ; / 2.) Nach Potenz auflosen
Kb N === 3 Wennnotig und mdglich,
3 : die entsprechende Wurzel
Xa=d ) zighen
Exkurs:

Wurzeln bei Gleichunjen'-
-Geade  Wuerel:

Eire quade el wie V- ST last schoour aus positiven Zahlen

zichen und_liefert Zuwei Er

- x=IN =3 §
X\= 3k|wstbv : ékmaqbv.
Xa=-9

~Ur(]aadc Wurzel: Eine ungerade Wured wie ¥Y,Y .. lasst sich aus allen Zahlen  ziehen
und Liefert €in Brgbis
— x3=8 N x’=-3 f’
x=2 x =-2

Wurzel aus Nul Die Wurzel aus Null ist immer Null,egal ob gaadc odler ungaadz Warzel !

Beispiel:

[(x)= -3x" K2

A -5 1=0 1en
2) -3x=42 |:(-3)

3

K==\

0

2 -1 0

f -10.
-20

-30

X
1 2 3

Schritte:

1) f(x)=0bilden

2.) Nach Potenz auflosen

3.) Wenn ntig und moglich,
die entsprechende Wurzel
Ziehen

Die Tunktion ket keine Nullskellen!
—> In den weelen Zabhlen nicht mcal'\d\‘- Es lost Sich Keire (zzrade (Wurzel Qus @ner Negatven Zahl zehen’



3.2 pg-Formel:

X =" %-”- (_%)z_q

Diese Losungsstrategie lasst sich bei jeder quadratischen Funktion zur
Nullstellenberechnung anwenden. Sinnvoll ist sie allerdings nur dann, wenn die
gegebene Funktion ein Quadrat, ein x und eine reine Zahl (=Absolutglied) besitzt!
()= k-6 VTl
'g(x)=1x2+ Ux & Nein!Diese Fnktion besitzt keine reine Zahl — nicht sinrwoll

h)=2%6 & Nein' Diese Funktion besitet ke — nicht sinovoll
Beispiel:  {(0= 2 lx-6 Schritte:
/1. 22 ll '()=0 |2 =N hi
s )t
3) p=2undq=-3 3' d h |
W)t -2 @D : Fun 0 herauslesen
5 - ANAE 4) In Formel einsetzen
. h.) Vereinfachen
=-At — Xy=-M+2=)
— Xa=-A-2=-3

Exkurs:

—>,Normieren": Bei diesem Shith wird die komplete Glejchung durch die Zahl (fteilt. die vor x* steht:
Denke don: -x*=-Ax* — -xthx+5=0 |:(-)

x*-lx-5=0
— pund q: pist die Zahlvor x und q die Zahl ohne x. Achie unbedingt auf Voraeichen!
Xexed = XA —p=A urd g-/
-x%x-2 = X*- A% - 1= p=-A und g=-2

Anzahl der Losungen|Nullstellen:
- Diskriminanie =<0 — (¥)*-a=0  —> eine LGsungNullstele

- Diskriminante >0 —

%)Q-(P 0 — 7w lbsmngNulls{clkn
- Diskriminante <0 —

£)-9¢0  — kene Losung Nl




3.3 abc-Formel | Mitternachtsformel:

Diese Losungsstrategie lasst sich ebenfalls bei jeder quadratischen Funktion zur
Nullstellenberechnung anwenden. Sinnvoll ist sie allerdings auch nur dann, wenn
die gegebene Funktion ein Quadrat, ein x und eine reine Zahl (<Absolutglied)
besitzt!

()= -+ bx+5 ¥ Jo!

-q()=-x24x & Nein' Diese Funktion besitzt keine reine Zshl — nicht sinrvoll
o

hix)=-x*+5 ¢ Nein' Diese Funktion besitzt kein x — nidt sinnvoll

Beispiel:  [[x)=-x"+lx+5 Schritte:

A) X+lbx+5=0 %) f(xt)]=o [li)ildbenf
1) Q=-4, b=k, =5 ) 8,0 und ¢ bestimmen
D) Xy = SuE(RLLAS 3) InFormel einsetzen
g o 244 4,) Vereinfachen
5 -L:J_;zze
— Xg=——3 =4%=5

A a ist die Zahl vor ., b die Zahivor x und ¢
— a.b undc herauslesen: 0as Absolutglied. Achte auf Vorzeichen!

2 )
=X = A x
. xte AxEL 23 -x2+x+Q=—A-x2+/1-x+Q—»a=-A,b=A und c= 9
-X= A x X=X+ = f-x*-Axth— 3= 4, be-Aud ¢4
- X= MAx

Anzahl der Losungen|Nullstellen:

-Diskriminante =0 — b= b-ac=0 —> @ine Losurg [Nulistele
- Diskriminante >0 = b= b3-0> 0 — 7w lbswgmlNullslcll(n
- Diskriminante <0 — b=b-3-¢¢ 0 —> keine LSsurgINullstel\e



3.4 Satz vom Nullprodukt

Diese Losungsstrategie lasst sich genau dann anwenden, wenn die vorliegende
Funktion ausschlieBlich aus Faktoren (Dinge, die miteinander multipliziert

werden) besteht!

[(x)= x-(2x+h)'(x2-3) Ja!
-(](x)= X-(2x+4)+(x™9)  Nein! Diese Funktion besteht nicht nur aus Faktoren.

T
Beispiel:  {x)= x-(axsw-Ge-9) Schritte:
12a) 1) (x)=0 bilden ,
A i('(leIm (x ?'0 ISP 9) Faﬁtoren einzeln gleich
2) o ten 90 . Nulls%tlzenh
0 k=0 x*9- ) Neue Gleichungen, wenn
® @ © maglich, einzePn losen
3) @ x4=0 — %4=0
® 2&+4=0 |4
2x =4 |2
xl'-'-‘Q —Xa=-1
® x*9-0 |3
x*=9 '
X3= 3 —X3=3
Xy=-d —Xy="3
Hinweis:

Gerade diese Nullstellenberechnungsmethode wird besonders haufig mit den
anderen Formeln und Verfahren kombiniert!




3.5 Ausklammern-Methode

Die Ausklammern-Methode lasst sich zur Nullstellenberechnung genau dann
anwenden, wenn die gegebene Funktion keine reine Zahl (<Absolutglied) besitzt!

[(x)= X, +hx Jal
-q(x)=x St +A  Nein! Diese Funktion besitzt ein Absolutglied.

Beispiel: ~ fo0= x>+ bx* Schritte:
S 1) f(x)=0 bilden
/11? ,:3(’;[:)\(‘):8 I;)NP 2% kﬁelnste Potenz ausklammern
B | Faktoren einzeln gleich
&0 xth=0 Null setzen
@ o 4) NeueGlelchun[qen wenn
W@ X0 | moglich, einzeln losen
X2=0 — x3=0
@ x+h=0 [
X1_='L| —)X1=-LI
Hinwelis:

\Wenn du die Nullstellen mithilfe der Ausklammern-Methode berechnest, dann
ist eine Nullstelle immer die 0!

Mﬁgliche Fehlerquelle

x+x x+/1x—» *(x+ /) e—
XX e XA — x{x-4)—

Vergiss nicht die -1 oder Tin der Klammer! Du kannst jederzeit eine Probe machen:

AN ¥

x-(x+/1)=xq+x

x-(x-A)=x"-x
(P




3.6 Substitutionsmethode

Die Substitutionsmethode lasst sich zur Nullstellenberechnung genau dann
anwenden, wenn die kleinste vorkommende Potenz mindestens ein ¥ ist und
wenn jeder weitere Exponent ein ganzes Vielfaches des kleinsten ist! AuBerdem
sollte die gegebene Funktion ein Absolutglied besitzen!

f0=x-l+3

=X+ bx" "', Nein!Diese Funkiion besitztkein Absolutglied
hl)= x%-3x*+A™ Nein!"hoch 5" ist kein ganzes Vielfaches von "hoch 2"

Beispiel:  [(x) - x- e Schritte:
A) Xl'; “XQ*3_=° | |XQ=_ iy K=z 12)) mns{%eb gg%]nzsubsti-
) 2ok *13-?_& e tuieren (gleich z setzen)
3 2m="2* J(’ﬂ_lar und ]nede ghere Potenz
=23 durch zersetzen,
VN[ 3) Neue Gleichung losen
L) 4) Resubstituieren
= 1) —=z=2+2-3 |==x* 5) Wennmoglich entsprech-
22 WA= A |z=x* ende Wurzel ziehen
W x=3 | x=a
5) X4=¥3%A3 | Xa=4A
Xe=-V32AY | xy=-A

Die Substitutionsmethode fiihrt in der Schule eigentlich immer zu der pg-Formel.
Das Wort "Substituieren” bedeutet soviel wie "Ersetzen" und dementsprechend
bedeutet "Resubstituieren" “Zuruckersetzen',

(%)Bei dieser Funktion kamnst du die Nulstellen mithille der Pusklammern- Methode  berechnen.

) Yier kannst du die Nulstellen nur mit cec '?ol(jnomdivision oder mit dem Homer- Schema berechnen.
Sie sind allerdlings ficht Teil des Lehrplans fir den GK (in NRW)! lch verlinke dir 2wei Videos falls dich diese
Lésungss’crathien dennodh interessieren.



Wann, welches Verfahren?

Dieses Schema kann dir bei der richtigen Anwendung dabei helfen, dich fir die
richtige Losungsstrategie bzw. fiir das richtige Verfahren zu entscheiden!

Hinweis: Die Polynomdivision bzw. das Horner-Schema ist in NRW im GK nicht
mehr Teil des Lehrplans!



3.7 Kombinationen

Je nachdem wie eine Funktion aufgebaut ist, kann es sein, dass mehrere Formeln
bzw. Verfahren zur Nullstellenberechnung notig sind! Hier kannst du das Schema
mehrfach heranziehen um dich fur das richtige Vorgehen zu entscheiden!

Beispiel:  ((x)= X% Xt bx

Hat die vorliegende Funktion
mehr als eine Potenz?
Ja
Verfahren! Hat die Funktion kein Verfahren
ein Absolutglied? (nachx umformen)
Nein
Istdie hachste Potenz Ausklammem

eine hoch2?

— =0 -xx+bx=0 ()
X(-Xx +6) =0 ISWNP

N
x4=/0 X eX+6=0
Auf diese neue Gleichung wird das Schema wiederholt angewendet!

Hat die vorliegende Funktion
mehr als eine Potenz?
Ja
Verfahren! Hat die Funktion kein Verfahren
ein Absolutglied? (nachx umformen)
Ja
Istdie hachste Potenz Ausklammenn
eing hoch 27
) X *xtb=0 |:(4)
pg-Formel |

2 .
ahc-Forme X -X-6=0_lpa mit p=-4 und q=-b
41




3.8 Mehrfache Nullstellen

Beim Rechnen erkennst du direkt, ob eine mehrfache Nullstelle vorliegt:

1. Lasst sich einx, ein X%, oder ein .. auslammern, dann ist x=0 eine einfache,
doppelte oder dreifache Nullstelle,

2.1st bei der pg-Formel oder bei der abc-Formel die Diskriminante gleich Null,
dann ist die berechnete Nullstelle eine doppelte.

-100T

~ Bei@Dliegt eine einfache Nullstelle vor. Die x-Achse wird geschnitten,
- Beid@liegt eine doppelte Nullstelle vor. Auf der x-Achse liegt ein Extremum.
~ Bei@Blicgt eine dreifache Nullstelle vor. Auf der x-Achse liegt ein Sattelpunkt.

Daflr brauchst du diese Verfahren auch:

- Zum Bestimmen von f'(x)=0 (notw. Bedingung der Extrema)
+ Zum Bestimmen von '(x)=0 (notw. Bed. der Wendepunkte)
* Zur Berechnung der Schnittpunkte von Funktionen

+ [um Berechnen der Grenzen von Integralen



3.9 e-Funktion

Grundsatzlich solltest du bei der Nullstellenberechnung der e-Funktion zwei
Falle unterscheiden und dein Vorgehen bei der Berechnung entsprechend des
Funktionsaufbaus anpassen.

"Funktion" mal e-Funktion

Wenn die e-Funktion mit einer anderen Funktion multipliziert wird, hilft dir der
Satzvom Nullprodukt weiter!

Beispiel: (- ()™ Schritte:

6x-3 1) f(x)=0bilden
A (-%x%ux).e (Y s ) Fa&toren einzeln gleich
N1 3 Null setzen
=010 ¢ #0 3) NeueGlemhunPen wenn
3) x(-2x+k)=0 |SvNP maglich, einzen losen
X2=0 -2xt4=0 |-} .« nirgendwas
gt 1) Wichtig: """ # 0
X1= 2

Eine solche e-Funktion hat also genau dann Nullstellen, wenn der Term ohne e
Nullstellen besitzt!

Transformierte e-Funktion

Wenn eine transformierte e-Funktion vorliegt, ost du die Gleichung nach der
e-Funktion auf und wendest, wenn moglich, den natiirlichen Logarithmus an!

Beispiel: q(x)=-1..é"*"+n Schritte:

kb 1) 1(x)=0 bilden
A) -be +)}¢ -0 | 2. Nach e-Funktion aufldsen
2) “b-¢ --h |:(-4) 3,) Wenn mgl. In anwenden
3 =1 | 4) Neue Gleic unPen wenn
3) 3x+6 0 |6 maglich, einzeln losen
x=-6 k3 *ln4)=0
X=-2

Denk dran; Der Logarithmus ist nur fur positive Werte definiert!



3.10 Wurzelfunktionen

Auch bei Wurzelfunktionen kannst du zwei Falle unterscheiden und dein Vorgehen
bei der Berechnung dem Funktionsaufbau anpassen.

Funktion" mal Wurzelfunktion

Wenn die Wurzelfunktion mit einer anderen Funktion multipliziert wird, hilft dir der
Satzvom Nullprodukt weiter!

Beispiel: 1= (x+Az D-r2°  Schritte:

NI =0 15 1) 1(x)=0 bilden
31)) B =0 [T 2) Fa&toren einzeln gleich Nul
xtA=0 4 V2x'=0 I0* setzen
3) x4 40 2 3) NeueGIemhunPen wenn
nch e’ Xa.=D moglich, einzeln losen
L) obe: (O@-W 4) Pro%e
= IO

= 10=0v > X=0ist die enzige Nullstelle !

Achte unbedingt darauf, ob deine berechnete Nullstelle im Definitionsbereich
liegt oder nicht! Vergiss die Probe nicht!

Transformierte Wurzelfunktion

Wenn eine transformierte Wurzelfunktion vorliegt, [0st du die Gleichung nach der
Wurzelfunktion auf und quadrierst im Anschluss die Gleichung.

Beispiel:  fw-2Vw2 v M’“"' Schritte:

J) Wx-2+2=0 |2 1) fx=0bilden
IS \/u_x x =2, 2.) Nach Wurzel auflosen
Vix-2 =-A10* 3. I(\luadneren
) w2 =l eue Gleichungen, wenn
W ‘*x 3l moglich, losen
5) 13T = o h.) Probe
Y40 ¢

—Die. Tunktion hal keine Nullsellen'



3.11 In-Funktion

Auch bei der Nullstellenberechnung der In-Funktion gilt es zwei Falle zu

unterscheiden. Dementsprechend musst du dein Vorgehen bei der Berechnung
dem Funktionsaufbau anpassen.

"Funktion" mal In-Funktion

Wenn die In-Funktion mit einer anderen Funktion multipliziert wird, dann hilft
dir der Satz vom Nullprodukt weiter!

Beispiel:  fro- (x+®)lnx-9) R Schritte:

e 8)-Ln (x-8)- 1)) f(x)=0 bilden
| bl -0 fone ) Fa&toren einzeln gleich
+8:018 nlx-8)-0 le Null setzen
3 =8l x-8-4 Ig )NeueGIen:hunPen wenn
x=-) X =9 moglich, einzeln losen
nichldeli)niert

x=9 ist die einzige Nullstelle der Funktion!

Achte unbedingt darauf, ob deine berechnete Nullstelle im Definitionsbereich
liegt oder nicht!

Transformierte In-Funktion

Wenn eine transformierte In-Funktion vorliegt, dann lost du die Gleichung nach
der In-Funktion auf und wendest die natrliche Exponentialfunktion an!

Beispiel:  gw-5wi9-0 o Schritte:

A 5hiH9)40=0 I+ 1) mXFU bilden

) 5la(9)=A0 |5 ) Nach In-Funktion auflosen
In(x*+9)=2 e 3 e anwenden

3) K49 =e'e 7 |9 4) Neue GlelchunPen wenn

) X ='Aé6 W maglich, einzeln losen

Die Tunktion g(x) hat keine. Nullstellen!



3.12 gebrochenrationale Funktionen

Wenn du die Nullstellen einer gebrochenrationalen Funktion berechnen sollst,
setzt du den Zahler gleich Null und lost, wenn moglich, die so entstandene
Gleichung. Dein Ergebnis vergleichst du anschlieBend mit dem Definitionsbereich!

Beispiel:  fx-£  p-p™  Schritte:
1) 200=0bilden

A =30 10 2.; Wenn mqtgllchltise.n
2) X(x-3)=0 1P 3,) Mit Definitionsbereich
D %3-0 43 abgleichen
Xa=3

3) Bede Nullstellen Uiegen im efinitionsoeséch!
Die Funktion hat zwei Nullstellen: =0 und x:=3

Berechne, wenn moglich, die Nullstellen dieser Funktionen!
0 lx)= 25 -3 bx

e g= (-2 -
(3, R RE
Die Losung findest du auf Seite 82,




4, Der y-Achsenschnitt

Was ist der y-Achsenschnitt?

Der y-Achsenschnitt ist derjenige Funktionswert, den du erhaltst, wenn du fur
jedes x in die gegebene Funktion die Null einsetzt und die so entstandene
Rechnung ausrechnest!

— x=0

[(X)= ANy
—> {(0)= -0'+5-0 -A=-/

(x)= (uxxA): & 2

—»9(0\=(u.0+,1)-e° = Ag=/
A—> Jede Zahl hoch 0 ist A!

Graphische Bedeutung:

Graphisch gesehen ist der y-Achsenschnitt die Schnittstelle des Funktionsgraphen
mit der senkrechten y-Achse!

A
y

2-.

1..

Vorsicht:

Nicht jede Funktion schneidet die senkrechte y-Achse. Diejenigen Funktionen,
die die Null nicht in ihrem Definitionsbereich haben, besitzen keinen
Schnittpunkt mit der senkrechten y-Achse und haben somit keinen

y-Achsenschnitt,



0, e Symmetrie

Die Symmetrie in der Kurvendiskussion

In der Kurvendiskussion werden zwei Arten von Symmetrien unterschieden:

5.1 Die Symmetrie zur y-Achse

- Bei Funktionen, die symmetrisch zur y-Achse
sind, dient die senkrechte y-Achse als Spiegelachse.

- Ganzrationale Funktionen, die symmetrisch
Zury-Achse sind, haben ausschliellich gerade
Exponenten und konnen ein Absolutglied
besitzen.

— Rechnerischer Nachweis:

[(x)=[[-x)

BEiSpiE|: — Strategie: {(-x) bilden und mit {(x) vergleichen!

A) )= X+l
— [(-x)= -(-x)3+ b(-x)*A = Kot b ] 7
do {09 #((-) —> 09 st micht symmelrisch 7y Ade
4

) g () e w .
— g(—x)=((-x\1+lﬁ-€( L (x2+b)-¢* ]'
da %(xhca(—x\—» %(x) s sq‘mme‘crigch 2 3—Rchse‘-

’Re%el-
rade
— (- x)% = postiv , 2B (-x)l‘- x“, (—x)2=x9'

e
— (- X)u“ja = nq&iv, Fa») (-)05= ‘73 ('X)3= —XS



5.2 Punktsymmetrie zum Ursprung

-Bei Funktionen, die punktsymmetrisch zum Ursprung sind, dient )

der Ursprung als Drehzentrum, Y
4-.
Ganzrationale Funktionen, die symmetrisch zum Ursprung

sind, haben ausschlieBlich ungerade Exponenten und d

diirfen kein Absolutglied besitzen. 21
— Rechnerischer Nachweis: Mo
: av :
-1/ 0 1 2
[(-x)=-[(x) /

Beispiel: {(-x) und -[(x) bilden und miteinandes verglejd\en‘-
A) (%)= 2x>- bx
= (0= 2% )26:x) = -2x>+ bx ]_
—=[(x) = - (203 ) = - Q3 +bx B
da (-x)=-[(x) » pun\dstjmm&ris&\ 2um Urgpmrg
Sx+A

Yok=dxe _
B P R TR

5 -=- (2 ) =20

0o g-x) 7 -q(x) » nidhk p.xr\ktsammc’(mch um U(spmnj

Tipp:
Eine achsensymmetrische Funktion ist nicht punktsymmetrisch und umgekehrt!

Priife, ob die gegebenen Funktionen symmetrisch zur y-Achse, punk-
symmetrisch zum Ursprung oder weder noch sind!

0 ((x)= 5-bx*+7

(i(x)= -x3+x-3
b= (2deh) €
Die Losung findest du auf Seite 83,



0. Das Grenzwertvernalten

6.1 Was ist das Grenzwertverhalten?

Anhand des Globalverhaltens bzw. Grenzwertverhaltens wird innerhalb der Kurven-
diskussion ermittelt, wie sich die Funktionswerte in den Randern, also fir ansteigende
x-Werte bzw. fur immer kleiner werdende x-Werte verhalten. Es werden bei den
ganzrationalen Funktionen und bei der e-Funktion also zwei Falle unterschieden:

AFall: l._irp*w ((x)=¢

"Wohin gehen die Funktionswerte, wenn die x-Werte immer weiter steigen?'

L Fall: Lim (1= ¢

"Wohin gehen die Funktionswerte, wenn die x-Werte immer weiter fallen?"

6.2 Bei ganzrationalen Funktionen

Bei der Bestimmung des Grenzwertverhaltens achtest du bei ganzrationalen Funktion-
en ausschlielich auf die hachste vorkommende Potenz und auf den Leitkoeffizienten.

f(x)= -2x>r bx-5x ¢/

ATall: Um  {(x) =400 Beqcﬁndun% Ox°= '.}”)T&

X—+00
naaahv—»-d)
Eall : H — " . 3-— =)oy Y.
J.Fall: xh—»m-oo ((x)= 4% ngmtdun%- =X = ?’f’?é
positiv—> €0

Tipp:

Ist der hochste Exponent eine ungerade Zahl (wie in diesem Beispiel), dann
liefert das Grenzwertverhalten zwei verschiedene Falle, wenn er eine gerade Zahl
Ist, dann zwei gleiche Falle!



6.3 Bei der e-Funktion

Bei der Bestimmung des Globalverhaltens der e-Funktion unterscheidest du
ebenfalls diese beiden Falle und es gilt;

+

‘0 — +® "Geht der Exponent gegen positiv Unendlich, dann

gent die e-Funktion insgesamt gegen plus Unendlich.

- 0 "Geht der Exponent gegen negativ Unendlich, dann
e — gent die e-Funktion insgesamt gegen Null.

(= (-2+t)- &

. 3x-A . 2
A.Tall:xh_rnw ((x)-E00 ’U'Q\ 'be(arundun%'- -Ax = -:fl?)‘:—u»
=M +00
N LY N A
@ +¥ >0
+00
2 -
Y D¢ ind ]
LFll: m_fto- ’ S
-® 0 )
N LY Pl A
0 +_~°;—)-CD
e -0

Aufgabe 4:

Bestimme das Globalverhalten der gegebenen Funktionen fur x gegen
Unendlich und x gegen negativ Unendlich!

0 {(x)= 5¢bx"+
e (}(x)= X3+ x
@ - e

Die Losung findest du auf Seite 84,



/. Die Ablertungen

71 Elementare Ableitungsregeln

Konstantenregel:

Ef:}f » f-'f;‘fo‘) "Die Ableitung einer konstanten Zahl ist Null”

Potenzregel:

f0=x"> =nx"" "Aktueller Exponent vor die Variable multiplizieren und

f0= c'(x\=5-x:" fir den neuen Exponenten vom alten eins abziehen!"
=5X

Faktorregel.
=cqn—~Tta-cqw - “Fin Faktor wird beim Ableiten als Faktor ibernommen!”

fx)= -2-x° > [0 = -2:3¢
= -bx*

!

Summen-/ Differenzregel:

fx)= glx) * hx)= {A=gazh(x)  "Alles was durch ein Plus bzw. Minus getrennt
9= =34 > T0=-32x77+0 it wird einzeln abgeleitet!

= -bX

Beispiele:

— {(x)= 2= 33+ by + bx-A —h(x)= 3x-(-2x + 6x -5) = -6+ Rx>- A5
(0 = 8x>-9x* + Adx + L h(%)= -A8x+36x-A5

—q(x) = x-(ux+5) = L+ 5% —i(X)= -+ x
g‘(X) = 8x+5 i(¥)= -3 +A

Aufgabe 5:
Bestimme die erste Ableitung der gegebenen Funktionen!

0 [(x)= ux®+ 6x-A
e 9(x\= x-x +k
€ ro-

Die Losung findest du auf Seite 85.



7.2 Bruche und Wurzel In Potenzschreibweise
Briiche: ; =9 b

,Lahler mal Basis des Nenners hoch Exponent mit Vorzeichenwechsel!”

u"mordlurq Mu

A) {(x)= %3/\2,-5 =23

- -6x"
Umwondlung  qbleitu

) g(x\r% 3 g -3
= 3x-2
Umuwandlung Rbleibung

3) hx = %“ ) %‘ * SXAQXJ‘-U n‘Sxmh'(xF 2(-4) X.M.A-H-!) x¥i5

=-8x°+8x>+5
Wurzeln:
7m0

,Der Wurzelexponent wandert in den Nenner und die Potenz in den Zahler

Beispiel:
A) [0=3/x2 x> f'lx)=%x°"1

Ummardlun} Aoleitw i

.
2 q(x\=ﬂ =Yx' x%/{q'(xhé
=2

3 hin=-4Y> 'II'X§ '

Bestimme die erste Ableitung der gegebenen Funktionen!

0 ((x)=w
@ g(X\=-h-§l;
@ -

Die Losung findest du auf Seite 86.

|M



7.3 Wichtige Ableitungen

) f(x)
¢ ¢
ln(x) X
x ®

$in(x) 05 (x)
(05 (x) -in (x)

74 Produktregel

Regel: (M= w(x)- v(X) — ()= u(x)-v(x)+ u(x)-v'[x)

Die Produktregel erkennst du daran, dass zwei Funktionen miteinander
multipliziert werden!

Beispiel: ~ f(x)= ¢~ (x*+2)  Schritte:

A uW=e e 1) U &)undv()herauslesen
VPR 2.) U(x) und v(x) bilden
2 b= V-2 3§ In Formel ginsetzen
4.) Vlereinfachen

3 [(=e (x4 +e 2
b) = (X% 2+ )

- ¢ (x4 2x+2)

Beispiel:  [¥= x" n(x) Schritte:

A) u=x" W)= 2x 1) u(x) und v(x) herauslesen
; (e A 2.) U(x) und v'(x) bilden

) vw-lnl) - VE= 3§ In(Fz)rr]geI hefn%etzen

3 (X=X ln(x)+x . ) Vereiniachen

W) = 2%-Inlx)+ %
= - In(x)+ x



7.5 Kettenregel

(= u(v(x)— {(x)=u{v{xV-vi(x)

Bei der Kettenregel ist eine Funktion in eine andere eingesetzt!

Beispiel:  fix)= ¢ Schritte:

A = ¢ =" )- 1) u(x) und v(x) herauslesen
1? v(:\=6x+/|/l\j'(x)_=g ) 2 u'&x)undv(,(x) bilden
oo 3.) In Formel einsetzen

Y [W-¢" b 4) Vereinfachen
W =he
Beispiel; = (5x+2)° schritte;
A uli= 5 U=l 1) u &)undv X) herauslesen
2) V(x\=5x+2/—\v‘(x\=5 ) 2 ux)undv((x)bllden
. 3, InFormel einsetzen
3 [W)=l(6x2*s 4.) \lereinfachen

L) = 20-(5x+2°

Trick fir die Ableitung einer Vekettung mit der e-Funktion:

0= [ via-e™ "Ableitung des Exponenten

28 [K)=C o (= (;zx:,u)-g mal die Ausgangsfunktion!
Trick fir die Ableitung einer Vekettung mit der In-Funktion:

00 =lalv(x) 0= Y "Ableitung des Argumentes durch
28, [)=In[3x+4) )= 2, das Argument""

Bestimme die erste Ableitung der gegebenen Funktionen!

9 hid= tnl-x2kx)

Die Losung findest du auf Seite 86.



7.6 Kombination aus Produkt- und Kettenregel

Beispiel: 0= (3x%bx)-¢

A ulx)= 3g+ux ()= bx+l
) vi=e Tkl y(x)=2-¢

3) )= () -e+ (3 bx) 20>
L
= ¢ (bxsb+(3+kx)2)
= 0 (bxr b+ e+ 84)

= ¢ (6 +Mix+ )

Bei einer solchen Kombination schreibst du erst das u(x) und v(x) der
Produktregel heraus und bestimmst dann ggfs. mithilfe einer Nebenrechnung
das u'(x) und das v'(x). Naturlich kannst du auch anstelle der Nebenrechnung
den Trick fur die e-Funktion bzw. fur die In-Funktion anwenden. AnschlieBend
wendest du die Produktregel an und vereinfachst diesen Ausdruck!

Bestimme die erste Ableitung der gegebenen Funktionen!

0 [(x)= 2x- (+5)"
0 g(X)= XQ' €-6x+4
e h(x) = -bx-ln(2x+4)

Die Losung findest du auf Seite 87




8, Die Extrema

Die Hoch- und Tiefpunkte einer Funktion bilden zusammen die
Extrema einer Funktion,

* In den Hoch- und Tiefpunkten ist die Steigung Null ;y

(also gilt f'(x)=0) y
* Hochpunkt: davor steigend, danach fallend w1l
* Tiefpunkt: davor fallend, danach steigend e
* Hoch- bzw. Tiefstelle: nur die x-Koordinate W,
* Hoch- bzw. Tiefpunkt: x und y-Koordinate 2
Beispiel:  ((x)=2x*+ux-6  Schritte

) )= 1) T(x) und f*(x) bilden
) f..((’gzlt“l' 2.% notw, Bed.:'f)(x):[]

1) rokw Bed: (=0 3, hinr. Bed..f(x)=0

T b0 |h und f'(x)0
X+ 4) y-Koordinate berechnen

bx =-b |4
Xx=-A
3)  hine. Bed.: (=0 & ("(x1#0
("= >0 —»P
W) (A= 2 EN EM-6 = 2-4-6=-8 — TP(AI-5)

Ist das Ergebnis der Rechnung aus dem 3. Schritt positiv, dann ist
die eingesetzte x-Koordinate die x-Koordinate eines Tigfpunkies,
it es negativ, dann die eines Hochpunktes!

Wenn deine Aufgabe nur darin bestent die Tiefstelle oder die Hochstelle zu

berechnen, dann musst du nicht die y-Koordinate berechnen, sondern bist nach
dem 3. Schritt mit deiner Rechnung fertig!



Beispiel:  f=ax-¢" Schritte:

] ) 1) £(x) und {'(x) bilden
A U, w1, 2.) notw. Bed.; f(x)=0
viX=¢ V(X -4e 3,; hindr.fﬁ(e%.: f['](x):U
0= 255 9 (g unatix)#
fix _ lo_?m _ (22’_‘ 2(,51 ) 4) yKoordinate berechnen
>[(= ¢ (2- )

= e uw=Ae
vixi= 2-2x  viN=-2

P4 (2204 (-2)
= ¢ M -42-20-2)
= M (-242x-2)
= &M (1x-b)
S)= ¢ (2x-b)
2) ot s {00=0
C(2-20-0  INP
! !
™0 2-24=0 |2

-2x=-2 |(-2)
X= A

3)  hin. Bed: ['_(}\);0 ud ['(x#0
("(A)= ™ (24-1) = €(-2)=-2 <O —tp

L) g-kmrdin-ak: i
fin=24-¢"" =22 — HP(A12)

Wie du siehst, brauchst du die Verfahren, die du aus der Nullstellenberechnung
kennst, nicht nur fr die Ermittlung der Nullstellen, sondern ebenfalls zum Losen
der notwendigen Bedingung bei der Berechnung der Extrema!

Bestimme die Extrema der gegebenen Funktionen!

Die Losung findest du auf Seite 88,



Das Vorzeichen-Wechsel-Kriterium

Du kannst die hinreichende Bedingung auch mithilfe des Vorzeichen-Wechsel-
Kriteriums bestimmen, Dieses Kriterium beruht darauf, dass du die Steigung vor
und nach einer berechneten x-Koordinate, die fiir ein Extremum in Frage kommt,
bestimmst, £ gilt;

= st die Funktion vor dieser x-Koordinate steigend und danach fallend, dann ist
das die x-Koordinate eines Hochpunktes,

— |st die Funktion vor dieser x-Koordinate fallend und danach steigend, dann ist
das die x-Koordinate eines Tiefpunktes.

— Stellst du fest, dass davor und danach die gleiche Steigung ist, dann ist
berechnete x-Koordinate, die eines Sattelpunktes.

Hochpunkt Tiefpunkt Sattelpunkt

X X
-1 12\3' 4 0 1 2 3 -1012\3'
1..

= N w B
s

Wechsel von Wechsel von kein Steigungs-
steigend nach fallend nach wechsel
fallend steigend



Beispiel:  {tx)=2x"- Schritte:

oy 1) f(x) bilden
A) Th=bech 2) notw, Bed. f(x)=0
) mboba: [(x1=0 3,) Vorzeichen-Wechsel-
bx-b=0 [+ Kriterium
bx=b 1Y 4) y-Koordinate berechnen
x=A
3)
XeA X=A x>
['(0)- FIE
4-0-l=-U h-2-Y= . :
N . ) " In der x-Hoordinate (Losung von {1x)=0)
e ——— ist die j{c\gmg 0, 0150 weder stdgmd .noch
Stoqung voc Stigurg nach follend
%= A negativ X=A positiv
- Ial\end = &Gqﬂﬂ
—» Wethsd von {allend noch steoprd
— Tiefpurld

L) (= 2454A=24-L = 2-4=-2
=TP(41-2)

Wann f"“(x) und wann VZW-Kriterium

In der Regel bildest du die hinreichende Bedingung mithilfe der zweiten Ableitung.
Es gibt allerdings zwei haufige Ausnahmen:

1) Die Bestimmung der zweiten Ableitung ist deutlich aufwendiger als das
VZW-Kriterium (das ist allerdings in der Schule unblich).

2.) Wenn die x-Koordinate, die du in der notwendigen Bedingung berechnet hast,
eingesetzt in die zweite Ableitung das Ergebnis Null liefert und du somit nicht
eindeutig entscheiden kannst, ob es sich um einen HP, TP oder SP handelt!



9, Die Wendepunkte

Der Wendepunkt ist derjenige Punkt, in dem sich die Krimmung der Funktion
andert (von rechts- nach linksgekrummt oder umgekehrt). /7 \7

Im Wendepunkt selber ist die Krummung gleich Null (deswegen gilt: f*(x)=0,
denn die zweite Ableitung ist die Krimmungsfunktion).

Ein Wendepunkt, in dem die Steigung Null ist, ist ein Sattelpunkt,

Beispiel:  [x)=x% 3 ux Schritte:
. X) und f*(x) bilden
A (3 )nt()t\)/v B
") 6x+6 3) hinr. Bed. f'(x f"( )=0
f"(x)=6 und f*(x)=0
1) ok Bed: ["0)=0 4) y-Koordinate berechnen
6xtb=0 |6
ox=-6 |6
x=-A
3)  hineBed ["(x=0und ["(x140 e
["-A)=6#0 N e
W) (A= (AP N b A)=-p 3= 6 — (P(-A16) 2 X
3 2 1 S\\J 2

Ist das Ergebnis der Rechnung aus dem 3. Schritt ungleich Null, dann ist die
eingesetzte x-Koordinate, die x-Koordinate eines Wendepunktes.

Wenn deine Aufgabe nur darin besteht die Wendestelle zu berechnen, dann

musst du nicht die y-Koordinate berechnen, sondern bist nach dem 3. Schritt
mit deiner Rechnung fertig!



Beispiel:  ppo=ax-*™ Schritte:

yy KA 1) T(x) und f*(x) bilden
A) f“( x)=e o (2- ?.x)%S Kapitel Extema 2.; notw. Bed.:Wx =(
[(x)= €7 (2x-1) 3.) hinr, Bed. f'(x)=0

und f*(x)#0

U= ¢ W(x=-2¢*" 4) y-Koordinate berechnen
V(x)=2x-Y4 V(=2

["®=-Ae*" (ax-W e 2
= ¢ (A (2x-9+2)
=€ (-2x+44)
=0 (-2x+6)
=["(x)= ¢ (-2x+)

2) ot el [10=0
¢ (2x-0)-0 |5NP
L

L20  2x-h=0 |+
=4 |2
x=2

3) hin. Bed: ['(x)= Ould[(x)#O
["(2)= €2 (-2-2+6)= €"(2) = 03 # 0~ WP

L) 3-Roudinolc=
((=22-¢2" e = p3 — we(21A4)

Auch hier brauchst du die Verfahren, die du von der Berechnung der Nullstellen
kennst!

Aufgabe 10:

Bestimme die Wendepunkte der gegebenen Funktionen!

0 ()= x>-3x+3
@ qx)= Bx-¢

Die Losung findest du auf Seite 89,



10, Die Monotonie

Mithilfe der Monotonie wird ermittelt in welchen Bereichen die Funktionswerte
steigend bzw. fallend sind!

Beispiel:  ((x)=x>3x*4 Schritte:
oY) 1) T(x)=01losen
A) {1)=3c-bx [%g |+(|t||)sstrﬁh| ]
: ) Intervalle
x-6e=0 ) 1) 7ahl aus Intervallin
A(3x-6)=0 | WNP f(x) einsetzen, aus-
2 rechnen und deuten:
X0 Ix-b=0 kb (x)>0— steigend
=6 I3 {0 <0= falleng
Yo=2
I I @
) :

3.) (0;0) x=-4 - [1)= 3'(‘A)2'(,~(—A) =3+6 =9 >0 S{dgcnd (S{rmg)
W) (02) x=4 - [()= 3(A-6(A) =36 =-3¢0 - fallend (simg)
(2w) x=3 = [13)= 3(3)-6(3)=23-/8=9 >0 — stegend  (steng)

sewd e stoqend
yi

4
3
21

Ao 1 2 B
-1+ \
8 \
-3+

Genaugenommen sind die Funktionen in den Bereichen sogar streng monoton
steigend. Der Unterschied zwischen streng monoton steigend bzw. fallend und
monoton steigend bzw. fallend besteht darin, dass bei der strengen Monotonie
keine konstanten Abschnitte (also Bereiche mit der Steigung Null) mehr erlaubt

sind.




Eine Gerade hat im ubrigen nur eine eindeutige Steigung, die du direkt an der

Funktionsgleichung ablesen kannst;
y £x

m=2>0 — Die Funktion ist steng monoton Sleigend in (-00;+00)

Beispiel:  fo0=x*® Schritte:

A) (0= b0 1) 1) f'()?:o losen
(ux+A2) =0 |SNP [2) Hilfsstrahl ]
} | 3) Intervalle
O beeh2=0 i 4, Zahl aus Intervall in
KEQ ‘”": f%" f'(x) einsetzen, ausrechnen
I T T " unrq(d)eu(t)en teigend

1 (%)>0— | e
) 5% [(x)<0— Faﬁegn

3) (-o5-3) (= u(um:um -6l <0 — fallend (streng)

W) 6300 [EA) =4EAPHAREA=8 >0 — stiged | bein el — Sotelpurkt: ke
0;+®) ('(A) =U+AA=M >0 — Seigend | =0

fallend S{qul}ii

| 30T

20T

101

=20t

_30..

Aufgabe 11;

Bestimme die Bereiche, in denen die Funktion steigend bzw.
fallend ist,

0 ((X)= -3 f2x e

Die Losung findest du auf Seite 89,



1, Die Krummung

Mithilfe der Krimmungsberechnung wird ermittelt, in welchen Bereichen die
Funktion nach rechts bzw. nach links gekrimmtist! /7y \A

Beispiel: (=34 Schritte:

yy 2.2 1) '(x)=0losen
A I.‘*)-3x"’“2 (2. Hﬁfsstrahl ]
fx)=6x-6 <0 '*6 3) Intervalle |
6x =6 4 ];e%hlauslnttervallm
X X) einsetzen, aus
: '][ reFEn)enoundldeuten
) ‘ %) > 0—> [|NKS
) @ {e)<0— rechts

3) (-o4)  [(0)=6:0-6=-6 <0~ rechks
W) (A+0)  ['(D=62-6=6 >0->Llnks

Eine lineare Funktion ist gar nicht gekrimmt, sondern gerade.

Eine Funktion zweiten Grades ist entweder durchgangig links oder durchgangig
rechts gekrimmt;

> Ist der Leitkoeffizient @BSHEM, dann ist sie nachiil@gelrtimmt

2D fX)=2x - 250 - ( ; +®) Urksgekrunn&

= |st der Leitkoeﬁizient [
2D: ((x)= “Oxbx —- 3<0

Aufgabe 12:

Bestimme die Bereiche, in denen die Funktion nach rechts bzw. links
gekrimmt ist,

0 [(x)= -X- L5¢

Die Losung findest du auf Seite 90.

oo +0) (athls




12, Der Werteberelch

Was ist der Wertebereich?

Der Wertebereich ist der Zahlbereich, den die Funktionswerte  y-Werte )
annehmen konnen! Es gibt zwei Moglichkeiten zur Bestimmung:

a) Anhand des Funktionsgraphen

b) Mithilfe des Grenzwertverhaltens und der Extrema

Funktionsgraph

y [Tt

216l unterschiedlice. Aste
- W-R

44
3.
24
14

Es werden ale Turktionswerte

T —— ner!
R 10 e S
A
y
4 3+
’ 21 2wt gleiche Rste
2
17 Es werden nicht alle
q

\ Kol

Funktionswerle arquommm!

. o > 1,01 2
1 0
14 A
a4 : U)-(ﬂ-o

Grenzwertverhalten und Extrema

« Grenzwertverhalten liefert zwei unterschiedliche Falle:

> lim ((x\ﬂm‘, lim {(x)=-c0 Oder
X=>+00 X->-0

INMER w-.9=TR

i (0703 i fid=ee
* Grenzwertverhalten liefert zwei gleiche Falle:

> lim ()= +oo; b ()=t Es kommt auf die Q-Kaxdma*e des absoluten TPs an:
Koo b 2b: TP(-zl-p-, HP(AIS); TP(2I-A)

u)=\j2—l\

-’xll,m [X)=-e0; Jm (-0 Es komml auf die y-Koodinele es atsoluten HP's an:
® 2 TPLAH); HROIS) - #(212)
w=345



13, Der Funkt\onsgraph

fellend

[ 140 &\qm

Nullstellen
y Pchsenschnitt

Bxtrema
Grentertverhalten

Werdepunkt

Honoton e
Hnlmmunﬂ




14, Die Ranawerte

Randwerte konnen nur bei Funktionen auftreten, die Rinder
besitzen. Dies ist dann der Fall, wenn nicht die komplette Funktion
betrachtet wird, sondern lediglich ein Ausschnitt:

zB. xe [-/1,-2] xist Element von... - s pird lediglich der Bereich
zwischen -Aund 2 auf der x-Achse betrachtet! Der untere Rand

ist also -Aund der obere Rand 2!

Randwerte konnen beider Untersuchung von Extrema und
Wendepunkten auftreten!

y

fix)=xr2x* xel-45; 0]

—HP(-314,2) und TP(0I0)
N ’Rarduntasuchurg: unterer Bond ord  obaer Bond in die
Tunktion einsetzen.
[AS)= (-45)°+2--A5) = AA>
’Dtu’rurrd= A4 ist wedes hoher als der HP, noch tieler als der
, . X TP kein Rendextremum.
. —» 2
-100 1 2 ((05)= 05°+2:05 = 0,625
Deuturg: 0,625 ist e hoher als der HP, noch ticfer als der
TP - kein Randextremum.

A [(0=x>28 xe[A5:4]

— HP(-3142) und TPOI0)
— Ronduntersuchung: unterer Fand und cbeer ord in die
Tunktion einsetzen
[-45)= (-45)°+ 2 A5)= AL
Deutung: AL ist weder hoher ols der WP, och tiefer als cler
} : : TP — kein ’Randcxhemum
10 1 2 [(N=2%2:2°=3
i+ Deuturg: 3 ist hoher als die y-Koordinate des HP's
= hier Liegt éin Yondext emum vor'

v><




Bei Wendepunkten

Bei den Wendepunkten wird die Steigung in den WP's mit den Steigungen in
den Randern verglichen.

[0=x* 2" xel-15;05]

('(x)= 2+ lix

- WP(-0,6%;0,6)

- Steiqung im WP:
I‘(-g&m&3-(-0.9)"+u-(-(m)=-/1.5

- Steigun(j in den Randern:

x ('45)=3-(-A5) +U-(-A5)=015

3> '(05)= 3(05)*+4-(05) =215
’Dwml‘;{e\m Wendepunkt ist die tarkste Abnahme.
In der oberen Grenze die tackste Zunahme!

Aufgabe 13:

Gegeben ist die Funktion f(x). Bestimme das absolute Maximum
bzw. das absolute Minimum!

0 f(0=-2Mux, xe[03]

Die Losung findest du auf Seite 90.

Aufgabe 14;

Gegeben ist die Funktion f(x). In welcher Stelle ist die Anderungs-
rate am groBten?

0 (0= v, xe[-321]

Die Losung findest du auf Seite 91,



15, Textaufgaben

X Cinseikn\, I
(1= . y-Koordivete”
X einsekzen ~,
['(x)=, Steiqum
xeinsdzen )
{"(x)=, Krﬁmmung"

X

of 1 3 5 6 xinUhizei
N A/
1. Wie viel °Cist es um-

= ((2) austechnen

2.Um wie viel Uhrist es-
—{(x)=4 Wsen

3. Um wie viel Uhr andert sich die Temperatur urr-
—['(x)= 2 Wsen

4. Um wie viel °C andert sich die Temperatur un-

-{'14) ausrechnen

5, Wann betrégt e Temperatur DIGHaUR.

— Nullstellen = [(x)=0 ausrechnen

6. Wie viel Grad sind es zu_

— y-Achsenschritt - {(0) Losen

7. Wann wird die hochste bzw. tiefste Temperatur erreicht?
— HP TP ausrechnen (x- Koordinate)

8, Wann andert sich die Temperatur am starksten?
— WP dusrechnen (x- Koordinate)

(Wenn die Funktion keine ﬁndefurqak. ingﬂi=



16, Schnittpunkte (Funktionen)

Die Schnittpunkte von zwei Funktionen berechnest du, indem du die beiden
gegebenen Funktionen gleichsetzt,

f(x)=g(><)

Diese Gleichung kannst du anschlieBend nach Null auflosen und die Verfahren
bzw, Strategien, die du aus der Nullstellenberechnung kennst, anwenden.
Vergesse anschlieBend nicht die Berechnung der y-Koordinate, Hierbei spielt es
keine Rolle, ob die berechnete(n) x-Koordinate(n) in f(x) oder g(x) eingesetzt wird.

()=x"+4 und (j(x\=2xn4

— {(x)=q(x)
% X+h=2x+d A
= |-x
EX=0 I
i&(x-lro | S\NP
=0 x-2=0 [+ X
Xg=2 3

q(o\= 10+A=A — $4(012)
=22 A=444=5 — 2,(25)
1

Aufgabe 15:

Gegeben sind die Funktionen f(x) und g(x). Berechne den/die

Schnittpunkt(e) der beiden Funktionen:
f(x)=xa+5x und Q=x+3
Die Losung findest du auf Seite 91,



[7.Spezielle Geraden
!

Die Tangente ist eine Gerade (also hat sie die Form

y=mx+D), die mithilfe eines Punktes einer Funktion

aufgestellt wird und dieselbe Steigung hat wie die

Funktion in diesem Punk! R I T
Vi

- N w H
N N N "
4 t t

Beispiel: (=X w4 Schritte:

1) y-Koordinate:

2
A) (=N 2A= 4223 = y =3 — % Inf(x) einsetzen

3 [R)-x+d 2.) Steigung m:
[ 2042 = 24224 = -} & it

3) 3=WA+b 3) bberechnen;
3=h+b | = XoYo und miny=mx+b
“A=b = b=-/ 4) Tangenq[eautstellen

) ty=be-s ~mundbiny=mx+b

Die Sekante ol

Die Sekante ist eine Gerade (also hat sie die
Formiy=mx+b)) die mithilfe zweier Punkte einer
Funktion aufgestellt wird!

N EN o)} [e2]

05 1 15 2

Beispiel: ~ fo=x2x, (03]  Schritte:

2 “® 1) y-Koordinate:
A) {0120'+2:0-0+0-0-y-0 — Proi0 - X, Inf(x) einsetzen
m:

(12)-2+22=lk= 8 4,=8 — Q(218) 2) Steigun
1) m=—5%°—=l|—>m=u _,M=_‘E_'u.

Xa-Xq

3)  0=4-0+b 3) b berechnen:

0=b —» b=0 > Xo¥o Und M iny=mx+b
) Syl 4) Sekante aufstellen

. 3 " - mund biny=mx+D



Die Normale Ak
Die Normale ist eine Gerade (also hatsie dieForm <
y=mx+D), die senkrecht zur Tangenten ist. Sie 1

schneiden sich also in einem 90 Grad Winkel! A

-i/iéa'
_17

Beispiel:  f0=x2x k=1 Schritte:

DA A= s e 1) y-Koordinate:
Az') [3(4):A2;'+22A"1"1'3 e — X, Inf(x) eingetzen
et 2.) Steigung m:
M= Fa™ 2AvT "7 —m=- iy
] 3) bberechman .
3) 3=-TA+b — Yo¥p Und min y=mx+b
3=-44b 4) Normafeaufstellen
By ~mund biny=mx+

4 A
l‘) n: [j:'iX'\'A—‘?

Aufgabe 16:

Stelle die Funktionsgleichung der zugehorigen Tangente auf;

0 ((0=-26x in %=

Stelle die Funktionsgleichung der zugehorigen Sekante auf;

G q(x)= x-bx in [053)]

Stelle die Funktionsgleichung der zugehorigen Normalen auf;

9 h(x)= & X in %=/

Die Losung findest du auf Seite 92



18, Zusammennang von t &

Die NEW-Regel verdeutlicht auf eine sehr einfache Art und Weise den graphischen
Zusammenhang zwischen der Ausgangsfunktion und ihrer Ableitung. Dabei steht
N fiir die Nullstellen, E fir die Extrema, W fur die Wendepunkte und SP fur den
Sattelpunkt! Diese Regel kann dir zum Beispiel dabei helfen zu einer gegebenen
Ausgangsfunktion die Ableitung zu zeichnen oder aber allgemeine Aussagen

liber diesen Zusammenhang zu tatigen!

o v e Jw |~ | stied | [led || sp
' [ # [N C[TE [0 | oeiobor | [uahelbde |
X- fichse X - fchs beruhrend
ty
3l E->N: e der x-Koordinate der Hoch- und Tief-
punkte der Ausgangsfurktion hat e
24 2ugehorige Ableitiung Nullstelen.
ol \ W-E: B der x-Koodinate des (Derdepunktes
der Ausqongsfunkkion hat cie 2ugehori
- R nuatmﬂim e
0 R 5 4 i
= In den Bereichen, in denen die. Rusganosfunktion
il steiprd i ist dlie 2ugphiriag. Aleking cherhlo der
A x-fchse.
34 = In den Bereichen, in denen die. Rusganogfurktion
(allend ik, ist dlie Hgehirie Rolekung unterholb der
2+ x-Rchse.
1--
X
+ >
0 1 2 3 4
-1+
24+




W [N e Jw | 2 | stied | pled | o
(W |7 [N [ E [ u | ommber | wietelods | N
x- Achse X - Ach berhrend

SP—N: B dor x-Koordinate des Sattd -
punktes der Ausgangsfunktion hat die
7.u(]eh6rk3e Rbleiting ine berithvende Nulistelle.

A Ko

Aufgabe 17:

Zeichne den zugehorigen Graphen der Ableitungsfunktion!

Y
3-

Die Losung findest du auf Seite 93,



19, Funktionsscharen

Was sind Funktionsscharen?

Fine Funktionktionsschar ist eine Funktionsvarschrift, die unendlich viele
Funktionen reprasentiert! Dabei ist der Parameter (hier a) ein Platzhalter fur
unendlich vigle Zahlen.

2
f3=x +3, aelR

A

y 2B2=0— [[(N=x40=x"

3= A — [ (X)=x*+/
3 2 \. i/ 2
-1'/

3=-2— [5(x)=x-2
Diese Funktionen lassen sich zusammenfassen
mit: [(x)=x"+a
Der Scharparameter
Der Scharparameter ist ein Platzhalter fur eine Zahl,
Eine Variable ist nicht dasselbe wie ein Scharparameter.

y <

-Definitionsbereich

-Wertebereich

“Nullstellen

‘Y-Achsenschnittstelle

-Grenzwertverhalten Genauso berechnen

dymmetrie wie ohne einen Parameter!
-Ableitungen Den Parameter wie eine

Extrema Zahl behandeln!
‘Wendepunkt

-Monotonie
-Krimmung



Die Fallunterscheidung

Wenn der Parameter a aus den reellen Zahlen stammt, dann brauchst du
manchmal eine Fallunterscheidung, da der Parameter sowohl positiv, negativ, als
auch Null sein kann! Dies ist besonders haufig bei der Extremaberechnung in der
hinreichenden Bedingung der Fall!

Beispiel:  [o0=x>3x%2 , 2k

A) 0= 3% box
f (x)= bx- 6o

) notw b f; (=0
Y= bax =0 () Ruch hier konnen olle Verfahren,

x(d-68)=0  [5WNP die. du von der , normalen” Null-
fkdlenbexedlmug l«mk,abgctmgt

w0 dx-6a=0 |+6 werden. Dos Schemo hilft dir dobei
=63 |:3 die richtiqc Strotcgk heraus 2ufinden
X2=d8

3) hintbad: (500 =0 ond (' (040 L
| \ ’ a Tolupteshedy: 0 1 g0
fo(0)=60-63=-ba 20> | 0—=W |-0

SP gu(o\z_c#o
S (2 Ra-bosb 0~ W | 0T [-0-9

W) y-Hoordinate
[0 0230422 — ER(0I)
L Extrem kL, do p oeddem weche Zenl or dos &
lat Wird, ein TP ader ein WP herauskonmt.
in Pun\(t ohne ‘Taremeter: Rlle Funktionen dieser Sdur
W duch dliesen Runlet!

(40a)= Qa) -%%: (Ja) vl
= 83>~ % l'a 2d
= 83>- a2
= -lig*s2 - €, (2s]-4s*2)
- EinPunkt mit rameler ! Die Turktionen dieses Scher

haben 3 nachdem. welhen Werk a annimmt, énen untaschiedlichen
Extrempunh{l SO{telplmkt

3=/- [,(x)= x 3842 o ERy (LA 2) > By (2-2)
3=0- [,W=xC+L - 5, (201-4-0%2)~>,(012)



Die Ortskurve

Die Ortskurve ist diejenige Kurve, die die charakteristischen Punkte einer Schar,
wie zum Beispiel die Tiefpunkte miteinander verbindet. Genauso kann man eine
Ortskurve fir die Hochpunkte, die Wendepunkte oder aber fur die Sattelpunkte
aufstellen. Das Vorgehen ist immer das Gleiche!

Wi

Beispiel:  EPa(2sl-4a®+2) Schritte:
= 1) x-Koordinate gleich x setzen
/1\% 21% & 2) nach dem Parameter auflosen
3) o(x)=-h.(%)3+g 3) my—Kgor?}inate einsetzen
' X3 4) vereinfachen
L) =K %2 12
--4x°42

Aufgabe 18:

Gegeben ist die Funktionsschar:
(300 = lix*+ Box+l mit aeR
Berechne 1. Die Nullstellen in Abhangigkeit von a
2.Die Extrema in Abhangigkeit von a
3. Fiir welche Werte von a liegen die Extrema auf der
y-Achse?
4, Fur welche Werte von a liegen die Extrema auf der
X-Achse?
Die Losung findest du auf Seite 94,



20, Steckbriefaufgaben

Was sind Steckbriefaufgaben?

Bei Steckbriefaufgaben sind die Eigenschaften einer Funktion gegeben und
die zugehorige Funktionsvorschrift ist gesucht,

Fester Ablauf:

Die Funktionsermittlung erfolgt nach einem festen Ablauf;

1) Allgemeine Funktionsgleichung aufstellen.

2.) Symmetrie gegeben? Wenn ja, allgemeine Funktionsgleichung
anpassen.

3.) Aus gegebenen Eigenschaften Gleichungen erstellen (LGS).

4.) LGS losen (Einsetzungs-, Gleichsetzungs-, Additions-, oder
GauBverfahren)

h.) Berechnete Parameter in allgemeine Funktionsgleichung ein-
setzen,

6.) Wenn notig, die hinreichenden Bedingungen tberpriifen.

Ubersetzungshilfen (Schritt 3)

Text Gleichung(en)
.. geht durch den Punkt P(1/3) ((1)=3
. hat eine Nullstelle bei x=2 ((2)-0
.. beriihrt die x-Achse bei x=-3 (-3-0 wd (¢3-0
.. Schneidet die y-Achse bei y=-1 ((0)=-1
. hat einen TP/HP bei P(1/4) (=4 ud ((1)=0




Text Gleichung(en)

. nat eine Hoch(Tief-)stelle bei x=4 [(4)=0
. hat einen WP bei W(-1/3) fA=3 und ["tA=0
. hat einen SP bei 5(3/6) [(3)=6,113)<0 wd ['3)-0
.. Desitzt bei x=1die Steigung 5 ((A)-=5
. hatinx=2 die selbe Steigung [12=6

wie y=6x+1
. natinx=4die Tangente y= 2x+1 (03 und (=2
. die Tangente in P(1/5) ist para- (N5 und [O=

llel zur Geraden y=4x

Beispiel
Gesucht ist eine punktsymmetrische Funktion 3. Grades, die im Punkt P(1/2)
einen Hochpunkt besitzt!

G g(x)=ax3+bxq+cx+d

G ()= s cxag/ = ox — bkt 2 g

e HP(4/2) - [N)=2~ oA A2
[ 8+C=2

> [0 ['(x)= Zax’ec
> 30 4%C =0
| 30+C =()

alnach ¢ auflosen und in I einsetzen \

a+C =2 |-3
C =2-3
9+2-3=0 1-2
2=-2 12 >3=-/



D INC einsttzen und dustechnen
c=1-9 [3=-
> C=2-A)
=2+ —-C=3

e [1x)=- 1%+ 3

Q besprien der bedirouogen i den HP(A12):

[R)=-3+3 "= LU =-3A2+3=0 v
["(=-6x  —=[N=-61=-6V

—[(0)=-4x>+3x

Trassierungsaufgaben

Das Ziel von Trassierungsaufgaben ist s, zwei gegebene Funktionen, die zum
Beispiel zwei Stralen reprasentieren, zu verbinden. Je nachdem, welche
Anforderungen an die gesuchte Funktion gestellt werden, brauchst du hier eine
Funktion 3, oder aber 5. Grades!

. Jesucht st eine Funktion, die knickfreiﬁist
Funktion 3. Grades: {(x)=x"+bx *ox+d
. Jesucht st eine Funktion, die ruckfrer ist
Funktion 5. Grades: ((x)=ax+ bx 0+ dx  ex+f
Y 4

N

.- q6)

A

|

1

I

|

|

I

i ] S
\J v { L4
(3

"
o -
n
[

t
A

Bedingungen: Z 4
ohne Sprung — {(xA)=(3(xA) und {(xa) =h(Xa)

ohne Knick (knickfrei) ~ [(xa)= 06 und {'xa)=hlxo)

ohne Krummungsruck (ruckfrei)
> Pl =q ) wd (=Kl
Aufgabe 19: P(xa)=q"0) und (*(xa) = Nlxa

Gesucht ist eine ganzrationale Funktion 3, Grades, die einen Wendepunkt in
(0/1) und einen Hochpunkt in (1/2) besitzt!

Die Losung findest du auf Seite 95.



21, Extremwertautgaben

Was sind Extremwertaufgaben?

Bei Extremwertaufgaben/Optimierungsaufgaben soll eine GroBe, wie zum Beispiel
der Flacheninhalt, der Umfang, das Volumen etc. moglichst groS oder moglichst
klein werden. In der Regel ist hier eine weitere GroRe bekannt (Variante 1), oder
aber mindestens ein Punkt liegt auf einer gegebenen Funktion (Variante 2),

Fester Ablauf

Extremwertaufgaben haben einen festen Ablauf;

0)

Skizze

Hauptbedingung HB: Was soll maximal bzw. minimal werden?
Nebenbedingung NB: Aus gegebener GroBe eine oder mehrere
Gleichungen erstellen. Ggfs. den Definitionsbereich bestimmen.
Zielfunktion ZF; Nebenbedingung nach einer Unbekannten
auflosen und in die Hauptbedingung einsetzen. Vereinfachen!
Extrema berechnen.

Weitere, gesuchte Groen berechnen,

Wenn notig, Randuberprfung,



Aus einem rechteckigen Stiick Pappe (20cm*30cm) soll eine Schachtel gefaltet
werden, indem an allen vier Ecken Quadrate der Seitenlange x ausgeschnitten
werden und die so entstandenen Seiten hochgeklappt werden, Wie ist die Lange
X ZU wahlen, mit 0<x<A0 damit das Volumen maximal wird?

Berechne alle Seitenlangen und das Volumen!

0) Skizze: X ] }
20cm
[ 1 ]
7
e
AV HB: V=a-bc
2)\B: 3=230-2x
b=20- 2x
C=x

3) 2F: V(X)=(30-2x)-(20-2x)-x | vereinfochen
= (600 - 60x - Y0x +4x*) X
= G(Dx-lwxz'rhxs =5 V(x\=hx3-/1a)x2+ 600X

L) Extrema: V'(X)= 412%™ 200x +600
V(%)= 2ux-200
notw. Ded.: VIX)-0
AQX:-2S%)X+6(D=0 |:A2 so
X-%xt0=0  [pgmitp=-3 und q=50
-5 =
Xm:'%t,/(g)z-so

- Bl

Xa= U= A230 — qicht in [0,40] » nicht relevant
X2= B-Lur= 392

hine.Bad: VI(¥=0 und V'(X)#0
V'(392)= 24-392- 200 = -40592¢0 — Maximum

h)  x=33
8= 30-2-392= 2246 — 20Jbcm
b= 20-2:392= A4 — K. Abem
c= 392 — 392
V= 246 A2, Ab-382.= J056,34 — A056cm>



Gegeben ist die Funktion f(x)=-x*+4. Sei P(u/f(u)) ein Punkt auf dem Graphen
von f(x) mit 0<u<2. Der Ursprung 0, der Punkt P, der Punkt Q(0/f(u)) und der
Punkt N(u/0) begrenzen ein Rechteck. Wie lauten die Koordinaten von P, wenn

das Rechteck einen maximalen Flacheninhalt haben soll und wie gro ist dieser?
A) HB: A=a-b |
2) NB 3=0 0) rj(lz& A

b=-ul+l y

3)2F: Alw)=u-[-u+b)  Iveseinfochen
=-u>+hu

=- Q+
L) Extrema:  Alu)= -du+ flw)=-uel

A'(u) = -bu ,
notw. Bed.: A'w)=0 /‘2 1
-3tb=0 |-l

- o |lo =
N N
+ +

u‘;‘/g = AAS
Up=-V&=- 445 nidht reant (5. 0<u<)

hinr, Bed.: AW =0 und A"(w)40
A'(AAB) = -6-AA5=-63 <0 — Maximum

5 u= A5
=415 — A.ASLEE
brAf% k=03 — 2315 (MBIZ)
A= A15-23=3 105 — %405 FE

Aufgabe 20:

Gegeben ist die Funktion §fx)=-2x 48

A(u/0), B(-u/0), C(u/f(u)) und D(-u/f(-u)) bilden die Eckpunkte eines Rechtecks.
Wie ist u zu wahlen, damit der Flacheninhalt des Rechtecks moglichst groB

wird? Wie lang sind die Seiten und welchen Flacheninhalt besitzt dieses
Rechteck?

Die Losung findest du auf Seite 96.



22 Anderungsraten

Grundsétzlich werden zwei Arten von Anderungsraten unterschieden:

die momentane Anderungsrate und die durchschnittliche Anderungsrate.
Die momentane Anderungsrate entspricht der Steigung der Tangente. Die
durchschnittliche Anderungsrate entspricht der Steigung der Sekante, die
mithilfe von zwei Punkten ermitteft wird,

Die momentane Anderungsrate:

Die momentane Anderungsrate beschreibt die Steigung in einem Punkt einer
Funktion bzw. in einer Stelle und wird mithilfe der h-Methode oder mithilfe der
ersten Ableitung berechnet, Liefern diese Rechnungen ein (iESHNESIEIGG0ND
also eine posmve Ste|gung, dann ist der zugehtrige Graph der Funktion SHSIEIEHE)

Beispiel mit h-Methode: Schritte:

U £(xoth) - {(xo) 1) X in Formel einsetzen

h=0 h 2 fe 1+h) und (1) bilden
CRTOPPUR il

) it e

ausrechnen
) [+ = 2 (A0 A =2 (A 2het2) 4
=2+ bht2h%+/= Intelh+?
(N=2A4A=2A+A=24A=3
3) hl"% mhh_d-b_

W) lim A tkh
h=-0 h

5) hlnmo Mlh_lﬂ_

6) 20+k=l



Beispiel mit 1. Ableitung:
()= 2% in xo=4
()= b-x
['(A)=bA=Y
Deutung: Die Funktion f(x) hat in der Stelle x=1die Steigung (momentane
Anderungsrate) 4!

In Textaufgaben ist dic (iGMEHIGNCRAGSIMRGSIEL h:ufi die Steigung bzw. die

Vernderung in einem gegebenen @SHRUNKD Dic @urehSChRIEiCEANGEriRGSate
die Steigung bzw. die Veranderung in einem gegebenen ZEHERAUIND Sie wird mithilfe

des Differenzenquotienten berechnet,

Die durchschnittliche Anderungsrate:

et

Xg= X4

Beispiel: ~ fw=2+4 s3] Schritte:
A) (=203 LA+A=24=3 =PI 1) Y-Koordinatenberechnen

(=23 4= 29+ = Jsh-A) (o) &) M Diflerenzenquotienten
2) e A3 einsetzen
= 3) Vereinfachen

) ='jz—6=8—>m=8

Aufgabe 21;

Gegeben ist die Funktion {ix)= x*+ux

a) Berechne die momentane Anderungsrate in xo=-4 mithilfe
der h-Methode.

b) Berechne die momentane Anderungsrate in Xo= A mithilfe
der 1, Ableitung.

) Berechne die durchschnittliche Anderungsrate in xe[021,

Die Losung findest du auf Seite 97



23, Allg. Exponentialfunktion

(X=ca

Mit Exponentialfunktionen lassen sich in der Regel Wachstums- bzw.
Lerfallsprozesse beschreiben, bei denen sich ein Anfangsbestand c in gleichen

Zeitspannen um den selben Faktor a andert!

Exponentialle Zunahme Exponentialle Abnahme
Ein Hasenbestand mit anfangs | Eine Bakterienkultur mit
100 Hasen wachst monatlich um | anfangs 20 Mio. Bakterien
20%. vernngertsmh monatlich
um 10%.
Wachstums- | 0= A+p (in Desimatzah) a=A-p (in DezimoLzahl)
faktor — p=02 ~ p=0.
0= A+02 =42 a=A-04=09
Anfangs- ; - 20 (in
hestand c= A0 =20 (in Hio)
Funktion (0= A042" 0= 20-03"

Aus zwei Punkten aufstellen:

Gesucht: [(X)=Ca"
(n}m: ’P(oug) und Q(2/40)

¢ (Diey-Koordinate des Punktes, der als x-Koordinate die
Null bestitzt, ist das c)

[(0= 405 |zueken Rk einsetaen
W0 =M2* Inech 8 auflosen> 40
§ =% K
=3 —do 3>0,ist nur dos postive E«fbnis von ’beieutun%'-

—r ((X\ = /10-2)(



Wachstumsfaktor a aus zwei Punkten bestimmen:

4149 und Q(7I20)
TR 326 — b Zeitahitte
' : — von 4 auf 20

3=\5= 13

rDm{unq Der Wochstumsfaktor ist 3=12
- (3-/)-A00= /
(A3-1)-400 =0,3400 = 307
Der Wert nimmt innerhalb eines Zeitintervalls um 307 2u!

Wichtige Eigenschaften:

C ist positv
- [(W=ca, c>[0, 3>0 ,2%/

3 BE mmer positiv und ungleich /

+ Exponentiel funktionen haben keine Nullstellen
* Iw Tunktionsgraph verlauft oberhalo der x-Rcve
: q-ﬂchsenxhi = A(DIc)
- Die x-Achst ist eine stjm‘)’co{c

. Umwendhuq in e-Funktion:
[m: C_ax_) o elnla)-x

31‘)(_' 5_()-Ln(la\-x
: Hblﬂ’cunq: f(x1= o= ['(x)= lnfe)-2" \
- Stamm{unktion: {(x)=C: 3 —>Flx)= 'tin(a\ 3

Aufgabe 22:

1) Bestimme diejenige allgemeine Exponentialfunktion, die durch die Punkte
P(0/3) und Q(2/12) geht.

2.) Berechne den Funktionswert fiir x=1.

3.) Wann wird der Funktionswert 100 angenommen?

4.) Wandel die Funktion in eine e-Funktion um!

b.) Bilde die Ableitung und die Stammfunktion!

6.) Stelle die Tangente in x=1 auf!

7) Berechne den Flécheninhalt der Funktion in xe [o;2].

Die Losung findest du auf Seite 98,



24, Funktionstranstormation

(A(x)= a-{(b-(x+c)+d mit abcdeR

Unter der Funktionstransformation versteht man das Verandern einer Funktion.
Hierbei stehen die Buchstaben a, b, ¢ und d fiir verschiedene Veranderungen und
haben somit auch eine andere Aufgabe bzw. Auswirkung auf eine gegebene
Ausgangsfunktion.

Der Buchstabe a:
q(x)=a‘£(x)

a: Streckung bzw. Stauchung in Richtung der y-Achse

= X 2x g01=2100=2:1x*-2x) = 2o

y y
31 3
24 2
X X
2[-1 0 i.f 2. B3 2 [-1 o0 1 2 3
-1t -1
.2- -

Esgilt: > 4 — Streckung
0¢0éA - S’cauchunq
Wenn das a zudem noch negativ ist, dann wird der Graph auBerdem an der
X-Achse gespiegelt!

h(x)=-3-{(x)
’l =)'/1 ' i {(x)

Spiegel Streckung um den
a‘:‘cg.:dr:ll Taktor 29

4 \ = Nullstellen bleiben unverandert

[

N

- Hohe der Extrema andert sich




Der Buchstabe b: TS

- b: Streckung bzw. Stauchung in Richtung der x-Achse
- Berechnung des Streckfaktors; 4
Esgilt: b >/ > Strcklokdor 5~ Stauchurg
0¢b <A > Strdfoktor § - &(&klﬂ!’
Wenn das b zudem noch negativ ist, dann wird der Graph auBerdem an der y-Achse
gespiegelt!

f(x)= x*-2x g0 (-2 8)= (202020
X “y q(—1x5=q(-/1-1-x)

B 59“3‘[“"] 7 X Foktor: 4
an y-Rehse = Stauchug

N w
w

-

= Nullstellen andern sich
- Hohe der Extrema bleibt unverandert

Der Buchstabe c: qix)=[ixe0

. Verschiebung nach rechts bzw. links

Esgilt: C>0 - Verschiebung nach Links
€< 0 = Versthiebung nach rechts

Beispiel. fc=-2-»zanhmm nach rechts

ﬂx)= X3-2x q(XFﬂx-lF (x-l\s-jz.(x_l)

A

Y Y
31 3+

2+
2..

14+

X o
2[-1 0 1. 2 B ° X
-1 0 1 z\y'

24 -1t




Der Buchstabe d: - (b

d: Verschiebung nach oben bzw. unten

Esgilt: d>0 — Verschieburg noch oben
d<0 - Verschiebung nach unlen

2 ~ d="2 = 2 Einheiten nach doen
(x)=x-2x qx)= )2 = 5% 2x42

Y
34

2+

14+

Insgesamt:
[(X)-'- X3 Jm:l%umyx-ﬂid\bma)

= q(= 2((3-(x-2))-/

Smdu{ um 2$\0£h A nach
Lenba !3'- rechts unten

Aufgabe 23:

Beschreibe durch welche Veranderungen der Graph von g(x) aus dem Gra-
phen von f(x) hervorgeht und gebe die Parameter a, b, c und d an'

w
A
t

N

[y
1
T

w
'
ot
fhery

'

= o

N

+

-4

Die Losung findest du auf Seite 99,



R R R EEEBE————S

25, Stammtunktion

Es gibt nicht nur fiir die Bestimmung der Ableitung wesentliche Regeln, sondem
ebenfalls fiir die Ermittlung der Stammfunktion,

Die Potenzregel:

((x)=3-x b =gk

Im Exponenten +1rechnen und den aktuellen Koeffizienten (,Vorzahl") durch
den neuen Exponenten teilen!”
Hierbei stehen a und b fur reelle Zahlen,

((X):l‘x:_, F(x): -;'TA -)(3‘M = %x =AX“= x‘\
%(X\=3-x — 6= 2 XM 2.3

Die Stammfunktion wird Gbrigens mit dem jeweiligen GroBbuchstaben bezeichnet!

Die Summenregel:

f(x)=%(x)1h(x3 — F(x) =G0 H(x)
JAlles was durch ein Plus oder Minus getrennt ist, wird einzeln aufgeleitet!”

(102t by oA — Fin=A X2 DAy
A 2 5 L4 A 2. 3 L

Die Integrationskonstante C:

T =+ 3+ 05
[(x)= 3+ 6x TR=x "+ 3%
\asr,;;;,/ FX)= x> ¥ 3x*-2
TR = x3+ 3x*+C ;CeR
/ Rusdruck um alle. Spmmfunkbonen  daraustellen!

Die Stammfunktion ist also nicht eindeutig, es gibt unendlich viele (da fur C jede
reelle Zahl eingesetzt werden kann).

Seite 70




Stammfunktion durch gegebenen Punkt:

Beispiel:  ((x=6x*+kx-4  Plalr)  Schritte:

A) F0= s o AxC %) Ig(x)+0bi|den
) Punkt einsetzen
2| s S ALt 3) Nach Cauffsen

2 () I3 4) CinF(x)+C einsetzen
(-9
W) Fix)= 226 Ax+3

Aufgabe 24:

Gebe diejenige Stammfunktion von f(x1=-x*+3<% 5 an, die durch P(-4|45) geht!
Die Losung findest du auf Seite 99,

-x+ x-Inx)

A X
EXT R,

An(x) -(05(x)

C0S(x) Sin(x)

Ln(x)

A . ln Tkt
(inTa) "€

Seite71



Eine Stammfunktion nachweisen:

Wenn deine Aufgabe darin besteht, dass du eine Stammfunktion nachweisen sollst,
dann leitest du die gegebene Stammfunktion ab und zeigst, dass diese Ableitung
der Ausgangsfunktion entspricht,

E5 qits F'(=ix

Beispiel: ~ Zeige, dass F(x)=x+2x-5x+1 eine Stammfunktion
von f(x)=3x"+4x-5!
N=3x N x5
= 3 +4x-5 ={(x)

¢-Tunktion

X
L

Zahl- e*

lin . Flt+
L

Beispiel:
3t/

=0 = Fin-4¢"

gil= 2% G- 2 5o E= 0

Aufgabe 25:

Bestimme die Stammfunktion von
Sx+/

9) [(x)=e
b)(](x\=-l+-l.3x'

Die Losung findest du auf Seite 100,
Seite 72
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26, Zusammenhang von T &F

Wie auch beim Zusammenhang zwischen der Ausgangsfunktion und ihrer
Ableitung, gilt auch hier die NEW-Regel.

(Fu N e Jw | x| steed | fled | o
(W [ # [N ] E [0 | detobor | uatelbar | N
x- Rchse X-Achse berihrend
Rusqan%sfunk{ion {0

'><

(=
e ——— T

Stamm{unktion T(x) &

w
1
T

v><




—
2(.Integrale berechnen

Das unbestimmte Integral:

Beim unbestimmten Integral sind keine Grenzen gegeben. Das Ergebnis des
unbestimmten Integrals ist die Stammfunktion mit der Integrationskonstante +C:

Beispiel:  Jx®+ 25k e A)ax

G 3 ) 24 5 MA
30K ko AxC

Das bestimmte Integral;

Beim bestimmten Integral sind die Grenzen gegeben. Das Ergebnis des bestimmten
Integrals ist der sogenannte Integralwert!

Beispiel: ollgemein
3(8x3+ 6x%-ux -A)dx :f (1% dx
= [2x“+2x3-2x2-/1x]: = F(x)]:
= 2% 222N A= (20" 20 2.0%10) - Flb)-Fla)
- 242-2-4-(0)

=/

"Erst die Stammfunktion bilden, dann die obere Grenze einsetzen minus die
untere Grenze einsetzen. Wenn du die untere Grenze einsetzt, dann musst du
diesen Teil in eine Klammer setzen!"

Aufgabe 26:

Berechne das Integral;
]3 (X% bx+4) dx

Die Losung findest du auf Seite 100,
Seite 74
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28, Flacheninhalt

Mit x-Achse:

Mithilfe des Integrals lasst sich der Flacheninhalt zwischen einer Funktion und
der x-Achse exakt rechnerisch bestimmen. Hier musst du immer im Vorfeld die
Nullstellen berechnen. Wenn du keinen Bereich in der Aufgabenstellung gegeben
hast, dann sind die Nullstellen die Grenzen, Und es gilt;

Anzohl an Nullstellen -4 = Anzahl an Integrale
Wenn du einen Bereich (wie in diesem Beispiel) gegeben hast, dann musst du
diesen Bereich genau dann aufteilen, wenn eine Nullstelle in diesem Bereich
liegt, andernfalls nicht!

Beispiel: Schritte:

Baedne_den Flacheninhalt von f{x)=-x+\ in 1) Nullstellen berechnen

%€ [0;5] mit der  Adwe 2.) Wenn notig, Bereich in

A) xh=0 b Intervalle aufteilen

-x% =k l:(-) 3) Integrale berechnen

x=4 N —Wenn Ergebnis negatiy,
Xa=-2 (nicht relevant, da nickt in [0;3]) dann Be?rag
Xar el s 4) Einzelne Flacheninhalte

addieren
2) [0:2]u[2;3] ,
3 R Jxhax B S
= [-3xP+], A,
=495 - -4 ey

(4.0%4-0) (A32)
='%*8'(D\ =|-3+A2'{“‘51’8)|
- 13- (2)

31k
) eSS

*FE bedeutet Flacheneinheiten. Dies kannst du als Einheit verwenden, wenn
keine in der Aufgabenstellung angegeben ist!

Seite 75




Zwischen zwei Funktionen:

Mithilfe des Integrals lasst sich nicht nur der Flacheninhalt zwischen einer
Funktion und der x-Achse, sonderm ebenfalls der Flacheninhalt zwischen zwei
Funktionen bestimmen! Hierbei sind nicht mehr die Nullstellen, sondern die
Schnittstellen dieser beiden Funktionen entscheidend. Ins Integral kommt die
Differenz dieser beiden Funktionen, Auch hier gilt: Ein Flacheninhalt kann nicht
negativ sein, Liefert das Integral ein negatives Ergebnis, dann setze den Betrag!

Beispiel: Schritte:

Serechne den Flicheninhalt zwischen [0 =x>t und 1) Schnittstelle(n) berechnen
gI0)=2x-b: 2.; f(x)-(x) bilden
A) =g XDl 3) Integral(e) berechnen

% : —wenn Ergebnis negatiy
X 5;:%;( Hx dann Be?rag
Xx-D=0  I5NP 4) Wenn mehrere Integrale:

A Einzelne Hacheninhalte
M=o %-2-0 2 addieren

Xo=12
2) (W-g(3= Xl - (2x-1) = x4 -2x = X2

[v]
2 (4-0%2.0%)

Aufgabe 27:

Berechne den Flacheninhalt zwischen
0= x"-2 und g=-2x+4
Die Losung findest du auf Seite 100,




Mehr als zwei Schittstellen mit x-Achse:

Wenn die Funktion mehr als zweimal die waagerechte x-Achse schneidet, dann
brauchst du mehr als ein Integral zur Flachenberechnung. Es gilt;

"Anzahl an Nullstellen™1="Anzahl an Integrale’
Das erste Integral geht dann von der kleinsten bis zur nachstgroBeren Nullstelle,
Das nachste Integral, dann von dieser bis zur wiederum groBeren Nullstelle, usw.

Beispiel:  fix=x* L+ 3 Schritte:

A C-lddx=0 () 1) Nullstellen berechnen

N 2.) Wenn notig, Bereich in
x(K-4x+3) =0 ISP Intervalle auftejlen

X0 xE-ux#d=0| 3) Integrale berechnen
xn=- A3 —Wenn Er?ebnls negatiy
= ~dannBetrag
4) Einzelne Hacheninhalte
addieren

n n n n
QO
I+

el
-+
<5

Xq_-’-Q A=
Xy

1]

- 1
s

1] '
W >

D) 10041 und Iy:[4;3]

A

3) Ay J3-1 3x)dx \
2[%’(‘"%*3*%"2]0 L33 2
= A3 (A0 -3 04 30)
_ s
= AIFE

Ry :j'( X~ 3x)dx .
= [A., X'- %xs" %xz]

1
Ay B (405 30
(5

'-l) 94*92-

Seite 77
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29, Parameter bestimmen

Wenn der Integralwert (das Ergebnis des Integrals) gegeben ist, dann lassen sich
zum Beispiel die Parameter einer Funktionsschar bestimmen. Genauso kannst du
auch eine unbekannte Grenze berechnen. Der grundlegenede Ablauf der
Integralrechnung andert sich allerdings nicht!

Grenze gesucht

Beispiel: Schritte:
M, . 1) Stammfunktion
aﬂ"’x +Bx]dx=-40 2.; F(b)F(a)= Integralwert
A 2332 a0 g Grean"berechntent |
' > — S, Losunasstrategien
2) 2243 24+ 3 =0 i Nulstlen

Aot §+20°- 30%=-10

3) A0 +2>- 30" =0 |10
220.3-%'_(12 =0 ()
afla-3) =0 ISP

Aufgabe 28:

Berechne die gesuchte Grenze b
b
OJ('LIX +8)dx=b
Die Losung findest du auf Seite 101,




Parameter gesucht

Beispiel:

2
S( 3x+ax\dx )2
[-2x +iox] =3
3o.+~;a11(5m3 48 0)=3
-4+ 2-(3+%2)=
-2k+23-3-%.a=3
-3+ 23=3 |42}
23=% |:%
=20

Aufgabe 29:

Berechne den Parameter:

A
OS(- 6x"+0ax) dx =AY
Die Losung findest du auf Seite 101,

Schritte:

1) Stammfunktion
2.) F(b)F(@)= Integralwert
3,) Parameter berechnen
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30, Mittelwert

Den Mittelwert m aller Funktionswerte (y-Koordinaten) einer Funktion in einem
bestimmten Bereich [a;b] berechnet man mit;

/1 b
M=% .a’( [(x) dx
Also ist m der Durchschnitt aller Funktionswerte in diesem Bereich!

[0=-x+bx+ 5 représentiert die Flugkurve eines [
Balls. Hierbei steht x fir die Weite in Metern und ol
f(x) fur die Hohe in Metern. Berechne die mittlere 6l
Flughdhe (=Durchschnittshahe) des Balls /
fiir xe[0;5]!

2 0

3|
[}
|~
-

o J(-x

' o
wis

+2x +Sx]
5% 2-5%5.5- (-3-0°+2:0%+5.0)]
+50425-(0)]

\ " "
als gl als ajs 9

n
'_"_'ﬁ
B o

X oy

- B =00t

Aufgabe 30:

Berechne den Mittelwert;
{x1=9x%-6x+3 im Perich [0;2)
Die Losung findest du auf Seite 101




31, Losungen

Bestimme den maX|maIen Definitionsbereich:

0 [(X x* Zx +A
0 g(x Y25-%
0 h(x)= ln(-2x-2)

a ﬂx)= ,}ﬁ%m = Nullstellen des Nenness!

x(lx*)l 0 lﬂ mit p=2 wd g-=/
Xy =" 1— (a)

..-A+
="/1+0 —)X“A H)-m\iﬁ.s

@ (ﬁ(x\ =V25-x —> Diskriminonte 20!

B/-x20 [|-25
-x 225 :(-A)
X< 25 ’D,m-ﬁ

hix) = n(-2x-2) — ﬂrqumen{ >0/
-2x-2>0 [+2

-%>2 |2)
x <A ’JD=TI)1<-A




Berechne, wenn moglich, die Nullstellen dieser Funktionen!
0 {Ix)= 2x° -8+ 6x

e q(x\= (-x3+ltx°')' stm
9 h()= 235 /0

[(x)=2x° 8x +6x
(=0~ lx 8x+bx=0 10
x( 2x"-8x +6) 0 15WNP_— Supghitutionsmethode

"

w0 W 8x+60|x zx"z
21 8asb=0 1™
zhz+30| -bund 9=3

=" 7t [ 2)723

@ (0= (-Ce bR
q - +"|=0 | swNP

q(x)= 0—’(x+l|x)e .
S0 ) e #0
i(( x+|5) =0 |SvNP
=0 -xab=0 |-y
*=0 -X=-b [:(-A)
Xo=l

Q hixl= 24%5 +10 DA%l
h(x=0- 2x-4 +40=0 -0
244 =40 |:2
Vx-b =-5 1%
X-4 =25 |+b

X =29

Tobe:  2v29-4 +40 =0 A0+40=0
25 +40 =0 20=0 7 hGd hot keine Nullstellen!



Priife, ob die gegebenen Funktionen symmetrisch zur y-Achse,
punktsymmetrisch zum Ursprung oder weder noch sind!

o ((x)= 5¢-bx*+?
0 %(x)= -x3ex-3
9 h= () €

a ((x)=5x"-bx*F ¢

= [(x)= (- x\"
((-x)= 5(x 6(x)+?
= 5xbx+ ¥
od\sensgm metrisch ur y-Rehse

@ q(x\ x3+x b)

_"‘ﬂ("\"ﬂ( -X)'t
q( x)= -(-x)4 x)-2
- L
X -Xx-3 :
—»q( x)=-g(x) ¢
q(x) (? X3+ x-3) ?
= x9-X+3 .
eder ad\scnS\Jmmc’msdr i,
noch pumqmmdvisd\ 2um Urspmrg'.

hix)= (2% A)- €
—h(x)=h(-x) 2
hiex)= (202 )|
= ('.?xa*-A)-c-‘lm7~

Ochsensymeneteisch zur Rchse!




Bestimme das Globalverhalten der gegebenen Funktionen fur x gegen
Unendlich und x gegen negativ Unendlich!

a ((x)= 5-bx*+7
3

((x)=5x"-bx*+7
AFall: lim [)=40

X=>+00

LRl lim {(x=+wo

X -t

@ q(x\= XX

AFall: xlirpm [(xy=-00

1Tl lim ((x=+o

X-» -

9 hix) =(2x% A) - ¢

AFoll: lim h(x)=+0 £2x2+4)-€:x

X= +00
+00 +0
A . ¥
+00
2Pl lm h(x1=0  (2x%A)-
X>-m 4 v
+00 0
Y . ¢
0



Bestimme die erste Ableitung der gegebenen Funktionen!

@ oo
3

0 f(x1=4x" bx -1

= hx* v bx"-Ax°

(0= 42 x™ bdx"™ 4007
= 3x"+ 6x°-0
= x+b-A
= 8x+b

@ Q(X) x-x +4

= A Ax"+4x°
q(x\=A-3-x“—ﬁ-A-x‘-‘+er-xo'A
= 3 Ax%+0
s SXQ-A%
= %A

9 hix)=-x"+ x

= Axtr Ax”

h(x)=-4-2- x“ e JA-xM
=-2x‘+Ax°
=-x+AA

== dx+A
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Bestimme die erste Ableitung der gegebenen Funktionen!

(1, JOORE
G g(XS=-h-§/;
9 h{x)=-Vx

((x\=yx_= x% 9 hix)=-Vx* =-x4

[1)= 3 x4 hi)=-4 5%
-3y x
@ gol=-4 = -
g'(x\='|l'45' k34
_.b -
="3aXx

Bestimme die erste Ableitung der gegebenen Funktionen!

0 g(X\=(-3x’r8f-’ u(x)= x> u(x)=5x"

VX)=-3x48  vix1=-3
Kdtenrcgcb {1x)= ufvix)= ('x)=u'(vix)-v'(x)
(1x)=5-(-3x+8)"(-3) = -A5:(-3x+8)"

qi=3e™ K=t uln= 3¢

VX =Tx+ A V=7
Kd&nrc%cl ()= ufvix) = (x)=u'lvix)-v'(x)
qm 95 Ixt+ A 3= Ix+A

h=In(-ota) > u(e)=laf) Wl =%

VR =3k v =-2xe
Kdtenu%‘cl (3= ufvix) = ('(x)=u'(vix)-v'(x)
h0=Zrp - (2xel) = 2L




Bestimme die erste Ableitung der gegebenen Funktionen!

0 [(x)= 2x- (2+5)"
0 g(x)= XQ' €-6x+4
9 h(x) = -tx-ln(2x+4)

0 f(x\=2x-(3x*5)h — Produkt - und Kettenregd

wl)=x Wx)=2 NR: (3x+5)"
vix) =( 3x;«5)" V'(X\=A2'(3x+5)3 3(x) = X" S(x)= W
" HR=2x¢5  th=3
[60= 2 (3%+5)" 2x-42: (3x+5)° - (3x+5)> 3 =2 (3x+5)°

= 2-(3+5)"+ Qux- (3x+5)°

@ q(x\= e il Produkt - und V\d:lcnrcqzl
ub= X Wb =2x NR: ¢ **
v =€ A e -6{"‘” slx)=¢" six=¢"
& Hx)=-bx+A  Elx)=-b
q-(x)= IX'EGXM N X'J.' (_GC-GXM) 5 e—GxM ) (_ ‘)) - _ée-(mvi

= % (9 4 ¥ (4)
=0 e, (- bx*+2x)

h(x)=-Lx-n(2x+A) =Produkt - urd thmreqel

W(x) =-bx wh)=-b NR: (n(2x+A)
V0= ln(2xed) V= Zm SW=lnlx)  S(A=%
" H=2ed  EX=2
K(x0= Ul (2xeA) ) - 25 > 0 ) =2

= -Ulnfaxe)- B2r




Bestimme die Extrema der gegebenen Funktionen!

0 ()= x>-3x+3

(K=x>3x+3

hire. Bed.: {'(x)=0 und ("(x)#0

[1X)= 34&3 ['N=64=6>0> TP
("(x) = bx ["EN=6-CAN=-6¢0->Hp
notw. Bed: {(x)=0 tj-Roordinal;cn-
3L3-0 [+3 (= A>- 3443 = >TPUI)
13 |3 (N=A-304) +3=5 - HPAIS)
X=A W
Xa=A
X1='/1
q(x\= Bx¢” notw. Bed - 9'(x)=0
Abletungen: ¢ (-8x+3)=0 [5WNP
u(x) = Bx u‘(x)=8_x f;_"‘#o .vg“g:() -$
Vi =e*  Vix)=-e -3x=-3 |:(-8)
x) =8¢ +8x-(-¢) x=A
= ¢ (8-84) e B : 9'x1=0 wnd %10
-X M -4
=¢ (-8x+8) Q'IN= " (8-A-4)=- 290> bp
-Koordinate:
ux=e*  uww=-¢" qm= $4-¢1= 29 > Hp(A129)

V(x)=-8x+8 v'(x=-3

"= -€ - (-8x+8)+ € - (-5)

= ¢ (8x-8-9)
'-'Q.X(%x-/ﬂ:)



Aufgabe 10:

Bestimme die Wendepunkte der gegebenen Funktionen!

0 ()= x>-3x+3

0 ((x)=x>-3x+3
{'(x) = %%

hin. Bed.: {*(x1=0 und ["(x)#0
("(0=6+0 - W

(") = bx

["(x)=6 i Hoordinate:

notw. Bed.: {*(x)=0 (10)= 0>304% = 3 = WPOI3)
bx=0 |:6
x=0

(R=8x¢ " notw. Bed.: 40 =0

qlx)= ¢ (-8x +%)§ 5. Rufobe b
4= ¢ (8x-46)

u =€ yl=-g
vix) =8x-4b v'(x)=%
“(x)= ¢ (8x-46) + £ 8
= ¢ (-8x+4b+8)
z c'x(-8x+2h)

Aufgabe 11;

5’“( Bx-46)=0 |SuNP

0 Sx-46=0 I+hb
Bx=Ab 18
x=2

hinw. Bed+ "(x1=0 urd 4"(x)#0
(] '2
QM= ¢ (-82+2u) =A04 40

- Koordinake :
§i- 82¢%=22
—WP(2122)

Bestimme die Bereiche, in denen die Funktion steigend bzw.

fallend ist.,

(], JORESN

(0= - 3%+ 2x +A
['(x)= -bx+ 0
-ox+42=0 |-)2

-bx=-12 |:(-b)

x=2

LI

-0 2 +0o0

I (-o;2) {'(0)=-6-0+42 = 42>0 > Stegerd
T(2;+®) [(3)=-6-3+2= -6 <0 > fallerd




Aufgabe 12:

Bestimme die Bereiche, in denen die Funktion nach rechts bzw.
links gekrimmt ist,

0 ()= -x-45¢

[(0=-x>15x%
[60==-3*9x
("(x)= -bx-9
-bx-9=0 |49
-6x=9 I:(-b)
x=-%

T
-® -3 L +

[}

Tl-w;-3) ["-D=-b(2)-9=3>0 Links %dufmml
]I('ii"”) (“(0Y =-6:0-9=-9¢0 rechis (}dﬂﬁlﬂlﬂ.

Aufgabe 13:

Gegeben ist die Funktion f(x). Bestimme das absolute Maximum
bzw. das absolute Minimum!

0 f(x)= WM i xe[03]

((x)=- 262 +bx hine. Bed: {'(x)=0 und {"(x)40
[1x)=-lx + f'(N=-k <0 = WP
("R =-4

notw. Bed.: {'(x) =0 y- Koordinate:

lx+b=0 |-Y ()=-2:A" +1eh =2
“yx ==Y J+-h) SHP(A12)
x=A

fonduberpriifu
f(0)=-2:0*+L:0=D0

[13)=-23"+43=-b < absolubes Minirmum
HP(A]12) « absolutes Maximum



Aufgabe 14:

Gegeben ist die Funktion f(x). In welcher Stelle ist die Anderungs-
rate am groften?

0 ()= kv, xe[-32]

[(x)=x1 bx* hine. Bed: ["(x)=0 und (“(x)#0
()= Ax ("-D=6#0->WP
{"(x\)=6x +A2
("(x=6 4 Koordinsafr. -
notw. Bed : [(x\=0 ((-2)= (-2)"+6:(-2)
bx+12=0 |-R ==34+u =/b - LP(-21A6)
bx=-A21:6
X=-2

‘Derechnung der hndcrmqm:
['(2)= 32t +A2-(2) = -1
['(3)= 33 +A2(3)=-9
2= 32% 422 = 3pe ke Aderunys

rote
Aufgabe 15:

Gegeben sind die Funktionen f(x) und g(x). Berechne den/die
Schnittpunkt(e) der beiden Funktionen.

0 [i0=x+3x wd ge=xe>

0 I(x)=q(x) X =~ (2)-[3)
xLx=x+3 |-x SYERITE
X +dx=3 |3 =)t
x2+2x-3 =0 |Pq x=-A+2=A
x3 =-A-2=-3
- oordinaten:

Q)= A+3= L — Sp(AI4)
q(-3)= -3+3=0- 57, (-310)




Aufgabe 16:

Stelle die Funktionsgleichung der zugehorigen Tangente auf!

f(x\=-'lx°”+6x in Xo=-A

Stelle die Funktionsgleichung der zugehorigen Sekante auf!

e q(X)= x-lx in [0;3]

Stelle die Funktionsgleichung der zugehorigen Normalen auf!

e h(x)= & X in %=/

0 [(x)=-2x" +bx in X=-A b: -8=40N+D
Y [(-4)=-2~(-A)’+6-(—A)= -3 -8=-A0+b [+/0 -»{:LrAO-xQ
m: ()= -lx +b 2=b
(A= -4 +6= A0
gla= x:- Lx i [0;3]
y 9(0)=03-l|-0=0 b 0=50+b -»sz;fb'x
3(3)=3-L-3=A5 0=b
m m=45-0:-5
3-0
hix)=-x% X in xo= A
«1-. hin=-A%A=0 b: 0=4:4+b >0 §eA%-A
m: h'(x)=-2x+4 0=A+b |-/
W(A)=-2:A4A=-) -A=b

m,\:"-Ai =A




Aufgabe 17:

Zeichne den zugehorigen Graphen der Ableitungsfunktion!
Y

~<
N
7




Aufgabe 18:

Gegeben ist die Funktionsschar:
(300 = i+ Bax+1 mit aeR
Berechne 1. Die Nullstellen in Abhangigkeitvon a
2.Die Extrema in Abhangigkeit von a
3. Fiir welche Werte von a liegen die Extrema auf der
y-Achse?
4, Fur welche Werte von a liegen die Extrema auf der
X-Achse?

a f0x)= bx¥48ax +b , acR
Nullstellen: llx:+ Bax+h=0 |4
X £3x+A=0 lpg mit p=Jo und g=/

20.\2
=2 (24
=-atyo™A - Keine L6surg fi a4 <0 I+

¥1=-0.+¥a%-A XTI K

%22 -a-Yoi-A a <fud a>/ —a¢ (-A;A)
@ Extrema: [5(x)=8x+3a hine. Bed.: (5 (=0 und {5 ()40

(=8 [y'(-)=8 50 » P

notw. e+ [5(x)=0
Bx+8a=0 |-3a \3-Kmrdinatc=
Bx=-al:8 [(-a) =l (-a)" +8o-(-a) 44
X=-Q = lp2- 3o+l =-la*+u  — TP(-al-ba"+h)

9 Auf y-fche = x-HKoordinake=0
-0:0 |:(-4)

a=0

Q uf x-Achse - lj-KoordinalvD
-ba*+Li=0 |-

-La* =4 |:(y)
=4 "

=1
Seite 94
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Aufgabe 19:

Gesucht ist eine ganzrationale Funktion 3, Grades, die einen
Wendepunkt in (0/1) und einen Hochpunkt in (1/2) besitzt!

((0=ax +bxtvexsd  [(0=3ax s oxrc ["(x)=box+2b
WPOIA) > Tf=4  0-0°+b-0*+¢-0+d=A — d=A
I{"0)=0 6a-0+2b =0 - 2b=0[2 >b=0
WPAID) I (N2 aA®+ba*+cA+d=2 > atbictd=2
SE(N0 3aA oAt =0 - 3a+dbcs0

T d-=4
I b-0
M a+h+c+d=2 Ib=0undd=/
ar0rcA=2 |-/
a+C =/
¥ 3a+2b+c=0 |b=0
50+2:0+c=0
Jarc=0

T nach o auflosen:
a+¢c=A |-c
a=A-c
ainly
3(A-d+c=0
-3¢0 |3
-2 =3 |4
¢ =AS
Cina:
a=A-c lc=A5
0:=A-A5
a:-05

= ((N=-05x+A5x +A

Probe fir charakberistisdhe Tunkle:

WP(012) HP(412)
['x)=-A5x% A5 >{"0)=0 -30=0V S [N=0 A5A*A5-0v
["(x)=-3x ~["0)#0  -3#0V ->("<0 “3A=-3¢0V

("(x=-3




Aufgabe 20:

Gegeben ist die Funktion  {(x)=-2x*+48

A(u/0), B(-u/0), C(u/f(u)) und D(-u/f(-u)) bilden die Eckpunkte
eines Rechtecks. Wie ist u zu wahlen, damit der Flacheninhalt des
Rechtecks moglichst groB wird? Wie lang sind die Seiten und
welchen Flacheninhalt besitzt dieses Rechteckes?

Skizze:
) iB: R=ab
s Nb: a=Ju
> b=flu) = - Ju’ A8
Y ¢ ZF: Plu)= u- - 2u® +A8u)
I I | =®+ B
I “-;u T\
Exteema: A= - A2ut+ 3b
A"(w)= -
notw. Ded.: A'(w)=0 hinr. Bed - 8'lu)=0 und A"(u) #0
-Mut+36=0 |-3% A" =-20-A1 =108 < 0 - Max.
-Rut=-3% |:-42) A" AD=-20- AN = 103 >0 = Min.
w=3 |
w=Vd= A3
u1=-\l3='11.":
S(\knlﬁnt]w

0=2u=2A7:=341E
b= (W= [N« -242" 418 = D1E
FHacheninhalt:
MAD = 447"+ 347 = LASUSFE



Aufgabe 21;

Gegeben ist die Funktion ~ {ix)=x*+\x
Berechne die momentane Anderungsrate in x=-4mithilfe
der h-Methode.
Berechne die momentane Anderungsrate in = mithilfe
der 1. Ableitung.
Berechne die durchschnittliche Anderungsrate in xe[0:2].,

(x)=x%bx in x,=-
0 (lxm [(-Ash) -£(-4) lim h1+2h'3'('3)
h=0 h h-0 h
[(-A4h)=(-4+h)2+l|-(-uh) = lim J’l%h-
= A 2h -+ n=0
- W4 2h-3 - lim bl higeg
() A 0
F(x)=2x +b
['tN=2A+h=6

9 [(0)=0"+k-0=0

fl)= 2+b-2=p2

=42'0 =L
™20




Aufgabe 22:

1) Bestimme dijenige allgemeine Exponentialfunktion, die
durch die Punkte P(0/3) und Q(2/12) geht.

2.) Berechne den Funktionswert fiir x=1,

3.) Wann wird der Funktionswert 100 angenommen?

4,) Wandel die Funktion in eine e-Funktion um!

b.) Bilde die Ableitung und die Stammfunktion!

6.) Stelle die Tangente in x=1 auf'

7) Berechne den Flécheninhalt der Funktion in xe [o;2].

1) fx=ca® FoB) 2=3a% |3
¢3 =3t N .
ﬂx\=3-a" IG einsd zen =3 — [(,0{52

2.) [N=32"=325b

‘*-) f(x=32"= 3-1‘"”’"‘

(n(2)-x
5') =3 Inf2)-x (n(2) x

[(x)= Slnu)e X% 208-¢
FX) = 3w % = 330 WA

6.
) mm{; ;au);AA . cLn(z) o elnlz)
(iA1= 310(2) -2 = 30402)-7 - = 30f2) "
b berehnen: i i
30 a0 A +b |-3l(2)e"
A% =b
b y= 300 )" x 14§ — y=bbx e AD

SRKTYI
[J‘h tlnmx]

X3
0
-2 3 20
3 u;u) 4 - nf) - ¢

= 098 FE
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Aufgabe 23:

Beschreibe durch welche Veranderungen der Graph von g(x) aus
dem Graphen von f(x) hervorgeht und gebe die Parameter a, b, ¢
undd an'

w
N
t

N

[y
1
T

= o )
' ' ' '
B w N - o

- ?slbud\l ( y-Richturg) um 05 —~ 3<05
—> Verschoben nach echts um 4 = ¢ =-/ q{x\= 05-{(x-A)+2
~ Versthoben nach ooen um 2 — d = 2

(b=0)

Aufgabe 24:

Gebe diejenige Stammfunktion von f(x)=-x+3«: 5an,
die durch P(-4145)geht!

[0 =-x>9x*-5

F(x)= - 4 x¥s 355 +( |PEA145) einsetzen
15 == %AV 3N 50n +C

B =t |-t

¢

M
0 == " 3x°-5x0 %




Aufgabe 25:

Bestimme die Stammfunktion von
6) [(X) eSx A

b)g(x\ 4.2
3) (=" = F=5- e""‘;‘ .
b) g(x)=-l-¢ =%

Aufgabe 26:

Berechne das Integral;
143 (X% bxeb) dx

S(x vox+b)dx = [3x +3x +lux]
= A 2L (A A )
= Loag-[-34+3-0)
=N

Aufgabe 27:

Berechne den Flacheninhalt zwischen
(0= x"-2 und g=-2x+/

A Gtmun( Schnittstelen) berechnen fix) =gl 2. (1w)- 40 - x -2-(-2x44)

X-2=-2x+4 |+2x-) = X224+ 2% = X4 2x-3
x+2x 3=0 |
AR L IR 3 kgl [ 2x N,
Y [%x X x]
At A 2305 3 369)
=-A%2 =4 A+4-3-(-9+9+9)
Xa=-A+2=/ =|-§-§|= }% TE
Xg.= -A-2 -3



Aufgabe 28:

Berechne die gesuchte Grenze b:
J (-lx +8)dx=b

f( -l +98) dx =6
O-[-2 +8x] =6
= -2bt+8b- (20 +3:0)=6
-2b*+8b =6 |6
-2b*+8b-b =0 |:(-2)

Aufgabe 29:
Berechne den Parameter:
A
OS(- bx +A00x) dx =y

A

S( by +AOax\dx =

% [-2x3+ Sax ] =My
224550 (20+Sao) My

-1+ 53 =Ay |+2
% =4 |:5
Aufgabe 30: 3=32
Berechne den Mittelwert:

(0=9x%-6x+3 im Berich [0;2]

m= 1 0 S-(‘Jx.l—bxﬁ )dx
AT [3x- 3x +3x]

3 [w-A246-10)]
1(m]=9

b -bb+3-0 Im
b=~ /F4)2-3
= 24f
= 2t
ba=244=3 und by=2-4=/)

4 152> 32% 32-130>3-0%30)]






