Extrempunkte einer Funktionsschar

Aufgabenstellung

Gegeben sei die Funktionenschar

fox)=2>-3az®>, acR, zeR

Bestimme die Extrempunkte (Hoch- und Tiefpunkte) in Abhéngigkeit vom Parameter a.

Losung

Vorgehensweise: Zur Bestimmung von Extrempunkten benotigen wir stets die erste
und die zweite Ableitung. Die notwendige Bedingung lautet f/(x) = 0. Mit Hilfe der
hinreichenden Bedingung (Vorzeichen der zweiten Ableitung) entscheiden wir dann, ob
es sich um einen Hoch- oder Tiefpunkt handelt. Da hier ein Parameter a vorkommt, ist

zusétzlich eine Fallunterscheidung notwendig.
Schritt 1: Erste und zweite Ableitung bilden
falz) = 2* — 3a2?

fi(x) = 32* — 6ax

fx) = 6z — 6a
Schritt 2: Notwendige Bedingung f/(z) =0
32% — 6ax =0

Ausklammern von x:
r(3x—6a)=0

Nach dem Satz vom Nullprodukt:
r=0 oder 3x—6a=0 |+6a

= x2=0 oder z=2a

Damit haben wir die Kandidaten fiir Extremstellen.

1

f*(x) & f(x) bilden
n.B.: f'(x)=0 losen
h.B: (x)0
y-Koordinate(n)

Schritt 3: Hinreichende Bedingung Wir setzen die Kandidaten in die zweite Ableitung

C111:

f70)=6-0—6a=—6a

a

a

f¥(2a) =6 - (2a) — 6a = 12a — 6a = 6a




Fallunterscheidung;:

o Falls a > 0:
f7(0) = —6a <0 = Hochpunkt bei x =0
f¥(2a) = 6a >0 = Tiefpunkt bei x = 2a
o Falls a <O:
f7(0) = —6a > 0 = Tiefpunkt bei z = 0
f¥(2a) = 6a <0 = Hochpunkt bei x = 2a
e Falls a = 0:

f7(0)=0 = Sattelpunkt bei x =0

a

Schritt 4: y-Koordinaten der Extrempunkte Wir setzen die z-Werte in die urspriing-
liche Funktion ein.

Fir x = 0:

f2(0) =0*—=3a-0° =0

= FEPi(0/0)

Fir z = 2a:

fa(2a) = (2a)® — 3a (2a)?

= 8a® — 3a - 4a® = 8a® — 12a* = —4a®
= EPy(2a/ — 4a®)

Endergebnis:

Die Funktionenschar f,(z) = 2* — 3az? besitzt folgende Extrempunkte:

EP(0/0) und EPy(2a/— 4a®)

Die Art der Punkte hingt vom Vorzeichen von a ab:
e a > 0: Hochpunkt bei (0/0), Tiefpunkt bei (2a/ — 4a®)
e a < 0: Tiefpunkt bei (0/0), Hochpunkt bei (2a/ — 4a®)

e a = 0: Sattelpunkt bei (0/0)






