Lernzettel: Drei Integraltypen

Es gibt drei wichtige Integraltypen, die du unterscheiden solltest: unbestimmtes Integral,
bestimmtes Integral und uneigentliches Integral. Sie sehen dhnlich aus, bedeuten aber
etwas Unterschiedliches.

Uberblick:
* Unbestimmtes Integral /f(:c) dz: Ergebnis ist eine Stammfunktion F(z) mit +C.

b
» Bestimmtes Integral / f(x)dz: Ergebnis ist eine Zahl (Flachenbilanz) durch

F(b) — F(a). ’
» Uneigentliches Integral: Mindestens eine Grenze ist oo oder der Integrand ist

an einer Stelle nicht definiert. Das Ergebnis wird Uber einen Grenzwert (Limes)
bestimmt.

1. Unbestimmtes Integral / f(x)dx

Definition: Eine Stammfunktion F von f erflllt F'(z) = f(z). Dann gilt

/f(x)dx:F(x)—l—C

Potenzregel (Stammfunktion), n # —1:

c
n+1

fl@)=c-z" = F(z)= ap

Spezialfille:

1 1
/fdmzlnm—o—C, /e“mdx:fe‘”—i—C(a#O)
T a

Schritte (Rezept):
1. Ausdruck als Summe/Differenz erkennen
2. Termweise integrieren (Konstanten als Faktoren vorziehen)

3. Passende Regel anwenden (Potenzregel, % e**)

4. anhangen und ggf. durch Ableiten kontrollieren

Stolperfallen & Tipps:

* +C nie vergessen

(1 .
. Bel/;dx immer ln |z| (mit Betrag)

* Bei /e‘” dx den Faktor % nicht Gbersehen

» Konstante & als Summand wird zu kz



Beispiel 1 — Polynom

Berechne / (22% — 3z + 4) dx.
Rechnung:

/(2ac2 — 3z +4)dzx = /(Q:zc2 — 3z +4)dz Exponenten markieren
= Qilxz“ — 13+1x1+1 + 4z +C  Potenzregel anwenden
= gx?’— gx2+4m+0
= §x3— ;x2+4m+0

Beispiel 2 — Mix mit ¢*

Berechne / (3¢” — 2% + 1) dx.
Rechnung:

/(36‘” — 2?24+ 1)dz = /(369” — 2?4+ 1)dx Exponenten sind schon sichtbar
1
=3e” — ——2*™ 4+ 1.24C Regeln anwenden
2+1
1
= 3e” — §$3+$+C

1
— Sex—§x3+:v+0

Beispiel 3 — < und ¢**

Berechne/(1+ezx> dx.
X

Rechnung:
1 2x —1 2 1 n
~—+e de= [ (27" +¢€**) da ~ als Potenz schreiben
X X
— /m_l d$—|—/62$ dz aufteilen
1
= In|z| + 56236 +C Regeln anwenden

1
=|In|z| + §€2$—|—C




Hinweis:
. dx = In|z| + C — das ist ein Sonderfall, weil der Exponent —1 ist.

FlUr Exponentialfunktionen mit linearer Verkettung c - e % gilt allgemein:
mx+b 1 max+b
c-e dr=c-—e +C
m
Im Beispiel ist ¢ nicht vorhanden und m = 2, also:

1
/623” dex = 562“’ +C

b
2. Bestimmtes Integral / f(x)dx

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung: Ist F' eine Stammfunktion von f auf
[a,b] (F'(z) = f(x)), dann gilt

b b

| f@ s =F@| = Fe) - P

Potenzregel (Stammfunktion), n £ —1:

1
F(x) = gt

n+1

Sonderfall: / 1 dx = In |z
i

Schritte (Rezept):
1. Stammfunktion bilden F'(z) (ohne +C)
2. Wenn nétig vereinfachen F(x)

3. ,obere Grenze“ — ,,untere Grenze*: F(z)| = F(b) — F(a)

4. Ausrechnen und ggf. deuten

Stolperfallen & Tipps:
* [ f(x)dz: das dx nicht vergessen
b a
* Reihenfolge der Grenzen:/ = —/ f
a b

* Flachenbilanz # Flacheninhalt (fir Flacheninhalt ggf. | f| stickweise integrieren)

« Einheit: y-Einheit - z-Einheit (z. B. LE?)



Beispiel 1 — Lineare Funktion
3

Berechne | (2z —1)dx.
0
Rechnung:

3 3
/ 2z —1)dz = / (22! — 1) dx Exponenten markieren
0 0

)
— ( 2 1. x) ’ Stammfunktion bilden
0

=(3°-3) - (0*-0) ,obere Grenze* — ,untere Grenze*
=9-3-0
=6

=[6]

Beispiel 2 — Quadratische Funktion
4

Berechne | (2° — 3z +2) da.
1
Rechnung:

4 4
/ (% — 3z + 2) dx = / (2 — 32! 4+ 2) dx Exponenten markieren
1 1

4
g2 3 o, j Stammfunktion bilden
1 1+1 .

1 3
— < I — 3 1242 1> ,obere* — untere® Grenze

SIS e B



Beispiel 3 — Exponentialfunktion mit linearer Verkettung

1
Berechne/ 2¢7 7 dx.
0

Rechnung:
/ 2e 1l dy = / 2e(~1-2+1 gy Exponenten als —1 -z + 1
0
—9. (71).;r+1 ‘1 Regel / ax+b do = ax+b
1 0 a

1

= —2€7I+1‘
0

= (=271 — (—2¢") ,obere Grenze“ — ,untere Grenze*

~ (<29) - (~2¢1)

=—-2-142¢

=2e—2

3. Uneigentliches Integral

Wann uneigentlich?
» Mindestens eine Grenze ist o0, z. B./ f(z)dx
1

* oder der Integrand ist an einer Grenze (oder im Inneren) nicht definiert (z.B.
/ —— dz, Problem bei = = 0).

Idee: Statt direkt zu integrieren, wird ein Grenzwert betrachtet, z. B.

oo b
/ f(z)dx = blim f(z)dx

Nur wenn der Grenzwert endlich ist, konvergiert das Integral, sonst divergiert es.

Schritte (Rezept):

1. Stammfunktion bilden F'(x) von f(z) (ohne +C)

0o b
2. Limes einfligen, z. B./ = lim
1

b—oo Jq

oben

3. ,,obere Grenze“ — ,,untere Grenze* innerhalb des Limes: F(m)]umen

4. Wenn méglich: Limes berechnen = Wert oder Divergenz entscheiden
Stolperfallen & Tipps:
» Immer zuerst klaren, wo das Problem liegt (co-Grenze oder Polstelle)

« Ohne Limes ist/ ...dz nur eine Kurzschreibweise
1

* Typisch: / x—lp dz konvergiert fir p > 1, divergiert firp <1
1

» Bei Problemstellen im Inneren (z.B. bei x = 0 zwischen —1 und 1) die Integrale
aufteilen



Beispiel 1 — Unendliche obere Grenze (kleinschrittig, konvergent)

N |
Berechne/ — dx.
1 T
Rechnung:
o0 1 oo
/ — dx = / r 2 dx als Potenz schreiben
1 L 1
b
= lim x 2 dx Limes einflihren
— 00 1
= lim ! x‘2+1‘b Potenzregel
b— o0 =2 —+ 1 1

I
g

|‘;_n
8
=
- o
SN—

b— oo

Il
g

I
a8
/\/\/T\/‘\/—\

b— o0

- <_ ) > Lobere“ — untere” Grenze

S = S = B = =

Il
g

b— oo
—0+1
=1

1 (Integral konvergiert)

Beispiel 2 — Uneigentliches Integral mit e-Funktion

Berechne 2¢ 73716 .
2
Rechnung:
[e%) b
/ 2¢73716 dr = 1lim 2¢ 73716 4y Limes einflhren
2 b— o0 2
1 b 1
— lim (2 . 76—3:70—0-6‘ ) Regel /emm-l-b dr = 7€mz+b
b— o0 —3 2 m
— lim _2673x+6‘b
b—o0 3 2
2 3646 2 3946 P “
= lim [ —=e — | —=e ,obere Grenze“ — ,untere Grenze
b—oo 3 3
2 2
= lim [ ——e 3646 4 Z¢0
b—oo 3 3
2
=0+=-1
+ 3
_ 2
3
> 2
/ 2e 73716 dy = = (Integral konvergiert)
2




Beispiel 3 — Unendliche obere Grenze (divergent)

Berechne/ lda:.
1

T

Rechnung:

| b1
/ —dx = lim —dzx Limes einfihren

b 1
= lim (ln|1;]‘ ) Sonderfall /dlen]a:]+0
b—o0 1 x
= lim (Inb—1In1) ,obere Grenze® — ,untere Grenze*®

b— oo

= lim Inbd
b—o0

= 0

Integral divergiert (kein endlicher Wert)

Beispiel 4 — Unendliche untere Grenze (konvergent)

1
Berechne/ 4e” 1 dz.

— 00

Rechnung:

1 1
/ 4 1 dr = lim 4 dx Limes einflihren

— 00 a

1
) Regel /e:”_l dr =e" '+ C

de' 7! —4et ) ,obere Grenze" — ,untere Grenze"

4 (Integral konvergiert)





